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"Your suffering will be legendary, even in hell.”
—Pinhead

Vi atergar nu till ett exempel vi stott pa redan vid ett flertal tillfallen (foregaende foreldsning
och foreldsning 2 for att inte tala om tidigare kurser som linjér algebra), ndmligen att anpassa
en rat linje y = Py + fio efter matdata (z;,y;), ¢ = 1,2, ..., n. Grafiskt illustrerat enligt nedan.

Malsdttningen dr att — givet en métserie — hitta den linje som approximerar denna serie pa
lampligt sétt. Det resulterar i ett par naturliga funderingar.

(i) Hur hittar man en approximativ linje systematiskt?

(i) Om man upprepar forsoket, far man samma linje?
(iii) I vilken mening &r linjen optimal? Pa vilket sétt méter vi avvikelserna mellan linjen och

matserien?

Vi ska forsoka svara pa dessa fragor och for att gora det behover vi stélla upp en modell.



Enkel linjar regression

Definition. Vi kommer betrakta foljande modell: givet (x;,y;), 7 = 1,2,...,n, dér vi be-
traktar x; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

Y;=00+ Bizj+e€, j=1,2,...,n,

dir €; ~ N(0,0%) antas oberoende (och likaférdelade). Den rita linjen y = Sy + Bz kallas
regressionslinjen.
Vi anvénder beteckningen p; = fy + fiz; = E(Y;).

Ar det givet att denna modell dr sann? Nej, det &r inte sjdlvklart utan hinger pa vilka forut-
sdttningar datan kommer fran. Déremot tenderar modellen att fungera bra i de flesta fall om
vi har en rimlig méngd observationer.
Med notationen fran figuren ser vi att

Ti = Y5 = Hy
om vi tar hénsyn till tecknet (positivt tecken om y; ligger ovanfor regressionslinjen). Ett matt
pa hur vél linjen approximerar métserien ges av kvadratsumman
n n
2 2
>t =3 -
j=1 j=1
Vi skulle kunna minimera denna summa med avseende pa (fy, 51), vilket ger MK-skattningar
for By och B;. Detta var det som hénde i exemplet fran forelasning 2. Istéllet for att upprepa
argumentet gar vi 6ver till den generella modellen for linjéar regression.

(/7 Linjir regression
Definition. Givet (z;1,2j2,...,%jk,Y;), j = 1,2,...,n, for nagot positivt heltal k, dar vi
betraktar z;; som fixerade och y; som observationer av stokastiska variabler

Y= Bo+ Bizj1 + Bexjo + -+ Brin + €5, 7=1,2,...,m,

dir €; ~ N(0,0?) antas oberoende (och likaférdelade) och Sy, Bi, . . ., Bk ér okénda paramete-
rar. Den rédta linjen

y = Bo + Bix1 + Baxa + - - - + Bk

kallas regressionslinjen.
Vi later

p; = E(Y;) = Bo+ Pz + Bazjo + - - + Brjn-

Dubbelindexeringen ér lite jobbig att arbeta med, sa lat oss ga 6ver till matrisnotation:

Y Bo Bz - BTk €1
Y, Bo Bixar -+ BTk €2
. = . . . . + .
Yn 50 ﬁlxnl Tt ﬁkxnk €n
Iz - g Bo €1
1 xor -+ o 51 €2
= . . . ) +
1 Tn1 *°° Tnpk Bk €n




Vi later

Y) I o - xig 50 €1
Y, I xor -+ o B €2

Y = . , X=1 . . . . , B= .|, samte= A
Yn 1 Tnl Tnk ﬂk €n

vilket leder till sambandet
Y =X3+e

Saledes géller att
E(Y)=XB och Cy =1,

dér I, ar den n-dimensionella enhetsmatrisen. Vi soker MK-skattningen B for B, vilket vi kan
erhalla genom att minimera den kvadratiska formen

n

Qo -, B) =D (y; —1y)* = (y — XB)" (y — XB),

j=1
dir y = (y1 y2 - y»)". En variant &r att sétta igang och derivera, men lite mer elegant géller
foljande sats.

@ Normalekvationerna

Sats. Om det X7 X # 0 sa ges MK-skattningen av 3 enligt

B=(X"X)"X"y.

Bevis. Vi kan skriva vektorn Y av uppmétta virden som
Y = boxo + frx1 + - - + Brxk + €,

déar x;, i = 1,2,...,k, ar kolonn 7 + 1 i matrisen X. Fran linjar algebra vet vi att avstandet
mellan observationen y och linjirkombinationer av vektorerna x;, dvs

‘?J - (B;):vo +B\11'1 +"‘@c$k)|v

blir minimalt precis da
k
XB=) Bx;
j=1

ar projektionen av y pa det linjara holjet span{xg, ®1, --- , @ }. Saledes maste y — XB vara
vinkelrdt mot x; for alla 7 = 0,1,..., k. Detta medfor att

X"y-XB)=0 & X'XB=X"y & B=(X"X)"'X"y,

vilket ar precis vad vi ville visa! O



Nér det galler [/3\ och dess komponenter kommer vi anvinda samma beteckningar for observa-
tioner av punktskattningen och den stokastiska variabeln. Skulle vi vara konsekventa borde
den stokastiska variabeln betecknas B, men av tradition gors inte sa. Var observant!

@

Sats. Med forutsédttningarna ovan géller att

B~ N1 (B, 0*(XTX)™Y).

Bevis. Det faktum att B ar normalfordelad foljer direkt fran faktumet att elementen i B ar
linjirkombinationer av normalfordelade variabler. Aterstar att visa vantevirde och kovarians:

BE(B) = (X"X)'XTE(Y) = (X"X)"'X"XB =3

och
Cy = (XTX) ' XTCy (XTX)'XT)T = (XTX) ' XTo? L, ((XTX) ' XT)T
— (XTX)—lXTO_QIn(XT)T((XTX)—l)T _ O_Q(XTX)—lXTX((XTX)T)—l — UQ(XTX)_I.

Saledes blir fordelningen precis som beskriven i satsen. 0

1 Variansanalys
Vi later L N ~
5 = Bo + B + Poxjo + -+ Brrgr, J=1,2,...,n.

Ibland betecknas vektorn g som 4 eftersom det i nagon mening dr en skattningen av y, men
det blir lite olyckligt for det &r inte y vi skattar. Vi ska nu studera hur bra den skattning vi

tagit fram &r.

Regressionsanalysens kvadratsummor
Definition. Vi definierar tre kvadratsummor som beskriver variationen hos y-vérdena:
n

(i) Den totala variationen definieras enligt SStor = Z(yj - 7).

j=1
n
(ii) Variationen som forklaras av xq, xs,. .., xy, definieras enligt SSg = Z(ﬂ] — 7).
j=1
n
(iii) Variationen som inte forklaras av regressionsmodellen &r SSg = Z(y] — [;)*.

J=1

Ibland anvénds beteckningarna Qror for SStor, Qrear for SSg och Qrgs for SSg.
Hur hénger dessa summor ihop? Som tur dr finns ett enkelt svar.



<>

e

Sats. Den totala variationen SStor kan delas upp enligt

SSTOT = SSR = SSE

Bevis. Vi vill uttrycka SStor i termer av SSg och SSg, sa

n n

SStor = Z(Z/J -7)° = Z(Z/j — i+ ity —7)°

j=1 j=1

== )2 i — ) - D) + Y )
j=1 =1
=SS +22 (u— 292 — i) + SSk.

Vi visar att de bada summorna i mitten summerar till noll. Eftersom g = X B géller det att

n

Y (i — it = A"y - B) = (XB)"(y — XB) = B"X" (y — XB)

j=1

= BT(XTy - XTX(XTX) 'XTy) = B"(XTy — XTy) = 0.

Med andra ord dr y — g vinkelrat mot f.
Vidare vet vi att ,8 minimerar () Z ,
~ 9 5 ’ Z —m) e Y u=) 0
Bo B=03 j=1 j=1 j=1
vilket var precis det vi behévde. 0J
1.1  SStor

Storheten SStor miter den totala variation av métvirden jamfort med métvirdenas medel-
varde. I fallet da vi anvénder modellen Y = 3y + € ger saledes SStot hela felet i regressionen.

Y

1

r2 <




Vi ser att SStor = ZT’JQ = Z(?Jg - 7)%
j=1 j=1

1.2 SSi och SSg

Om vi istéllet anvdander modellen y = [y + 12+ € blir summorna SSg och SSg relevanta (SStot
ser fortfarande ut som ovan). Lat oss forst illustrera SSg.

Yy . y=B\o+B\1w

<

Vi ser att

SSg = ZTJZ = Z(ﬁo + By —7)?
j=1 j=1
och SSg méter alltsa hur mycket den skattade regressionslinjen (i méatpunkterna x;) skiljer sig
fran medelvardet av y-virdena.
Nér det géller SSg ér det istéllet skillnaden mellan den skattade regressionslinjen och matvér-
dena vi betraktar.

y . y = Bo + Br

<

*
* .
7‘1{5

Kvadratsumman av dessa avvikelser blir

n

SS5 =Y 1= (4 — (Bo+ Fiz;))*
=1

Jj=1

6



2 Projektionsmatriser

Eftersom vi arbetar med matriser och MK-16sningen i princip ar projektionen pa ett underrum
av R" sa ar foljande resultat inte allt for forvanande.

W Hatt-matrisen

Definition. Vi definierar H = X(X7X)™'X”. Vi definierar &ven J som en matris vars
samtliga element ar 1. Vi skriver J,,,,, om vi vill markera dimensionen.

Varfor kallar vi H {or hatt-matrisen? Ganska enkelt:
Hy=XX"X)"'XTy=XB=p=4.

Avbildningen sétter alltsa hatten pal

<>

e

1
Sats. Matriserna H, I — H och H ——.J #r projektionsmatriser P som uppfyller P? = PT = P.
n

Bevis. Direkt fran definitionen av H blir
H> = (X(XTX)' X X(XTX)'XT) = X(XTX)"'XT=H
och
H = ( X(XTX) ' XN = X(XTX)TXT = X(X"TX))'XT = [.
Dérav foljer det att (I — H)?=1*>-2H+ H*=I1—Hochatt ([ —H)'=I"-H"=1—-H.

For den sista operatorn skriver vi

1

n

1\° 1 1 1
(H——J) =H?--HJ—-—-JH+ —J*=H -
n n n

n

1 1
HJ]—-—-JH+—-J
n n

ty J? dr matrisen med samtliga element lika med n. Vidare giller att J kommuterar med alla
kvadratiska matriser, sa JH = H.J. Hér kan vi se att H1 = 1 (dér 1 &r en vektor med samtliga
element lika med 1) eftersom 16sningen till regressionsproblemet om y dr konstant &r just den
konstanten (losningen &r exakt). Alltsa blir

1\ 1
(H — —J) =H——J.
n n
R, 1\ 1
Givetvis géller &ven att | H — —J | =H — —J. U
n n

En foljdsats av detta ar att vi kan skriva kvadratsummorna som kvadratiska former.

<>

e

1 1
Sats. SStor = y” (I — ﬁj) y, SSg = y* (H — EJ) y, samt SSg = y* (I — H) y.




3 Forklaringsgrad

Nér vi utfor regressionsanalys vill vi ofta ha ett matt som preciserar hur bra modellen passar
de uppmaétta virdena. Ett sadant matt dr forklaringsgraden.

Definition. Forklaringsgraden R? definieras som
SSr _ SStor — SSg SSE

= = =1- .
SStoT SSToT SSToT

R2

Ibland anvinder man lite andra varianter av R? och en mycket vanlig dr den sa kallade juste-
rade forkaringsgraden

SSg/(n—k—1)

SSTQT/(n — 1) '

Om inte n #r forhallandevis stor i jamforelse med k (vilket &r nodvéndigt for att regressionen
ska vara vettig) sa blir den justerade graden sdmre.

Ridj =1-

4 Regressionsanalysens huvudsats

Innan vi ger oss in pa huvudsatsen visar vi en hjélpsats fran linjar algebra.

&

Sats. Lat @ = (z1 x5 --- x,) vara sadan att
i = fo =x' Az + " Bx
j=1

for A, B € R™" positivt semi-definita och symmetriska med rank(A) = r och rank(B) = n—r
for nagot heltal r sa att 0 < r < n. Da finns en ON-matris C' sa att med x = Cy giller att

xl Ax = ny och a’Bx = Z y]2-.
j=1

j=r+1

Bevis. Eftersom A &r positivt semi-definit har A endast icke-negativa egenvéarden som vi ordnar
enligt Ay > Ay > -+ > \,,. Vi vet dven att rank(A) =r, sa A\,yq = --- =\, = 0. Vidare ar A
diagonaliserbar eftersom A &r symmetrisk, sa det finns en ON-matris C' sa att

M 0O 0 0 000
0 X 0 0 000
0O * . 1 000
ctAc=D=| 0 0 0 X\ 000
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000



Med x = Cy giller da att
z'z = (Cy)' (Cy) =y'CTCy=y'y

och

2" Az = (Cy)"ACy = y"CTACYy = y" Dy =Y A2,
j:l
Vi har dven
x"Bx = (Cy)'BCy = y"C*BCy

och da blir

Z yi=y'y=a"z=a"Ax+ 2" Bx = Z Nyi +y CTBCy

j=1 7j=1

sa
y'CTBCy =) (1-\)yi+ > v
j=1 j=r+1
Det faktum att rank(B) = n — r visar att Ay = Ay = --- A, = 1 och vi erhaller identiteten

y'C"BCy =) "y}

j=r

Alla beteckningar dr nu ur végen och vi ar framme vid huvudresultatet.

@ Regressionsanalysens huvudsats
Sats. Med forutsdttningarna ovan géller féljande fér SSg och SSg sedda som stokastiska

variabler.

. SS Il — _
(i) U—f:;Z(Y}—M)ZNXQ(n—k—l).
j=1
o . SS P
(i) Givet att 51 = o =+ = [ =0 &r U—QR = ;Z(M —Y)? ~ X*(k).

Jj=1

(iii) Bade SSg och B = (XTX)"'XTY ir oberoende av SSg.

Bevis. Eftersom H &r en projektionsmatris har H endast egenviardena A = 0 och A = 1. Saledes
géller det finurliga att matrisens rang &r lika med summan av egenvirdena, vilka kan berdknas
genom att ta sparet! av matrisen:

rank(H) = tr(H) = tr(X (X7 X) 7' XT) = tr(XTX(XTX)™) = tr([pp1) =k + 1,

Det foljer sedan att
rank(/ — H)=n—k — 1.

Ise sista (bonus)avsnittet for lite detaljer kring spar av matriser.

9



Eftersom HX = X sa giller att
Y'(I-H)Y =€"(I - He.
Detta &r anvindbart eftersom E(€) = 0. Enligt foregaende hjdlpsats géller att sambandet
ele=€"(I - H)e+e He

medfor att det finns en ON-matris C sa att Z = Ce reducerar likheten till

n—k—1 n
> 4+ 4
j=1 j=n—~k
dar
n—k—1
(I-He=Y"(I-HY =SSpg= Y Z.
j=1

Eftersom komponenterna i € #ir oberoende och € ~ N(0,0%I) foljer det att
E(Z)=C0=0 och Cz=Cg=*CTIC =01

sa Z ~ N (0,0°I). Komponenterna i Z ér alltsd oberoende och Z; ~ N(0,0?). Detta medfér
att

n—k—1
1
SSE —2ZZ~X (n—k—1).

j=1

g

Vi erhaller dven att SS och He dr oberoende (de delar inga variabler Z;). Detta medfér att SSg
och B ar oberoende. Det faktum att SSg och SSg ar oberoende foljer av att kovariansen

C ((H - %J) Y, (I - H)Y) = (H - %J) CY,Y) I -H)"=o" (H - %J) (I — H)

=o? (H—H2—1J+1JH) = o? (—lJ—i—lHJ)
n n n

n
1 1

= o2 (——J + —J> =0,
n n

sa dessa vektorer ar okorrelerade och normalférdelade, sa oberoende. Det foljer direkt att SSg
och SSg dr oberoende (som funktioner av oberoende variabler).

Om vi fokuserar pa fordelningen for SSg sa kan vi pa samma sétt som ovan utnyttja att (H — %J )
ar en projektionsmatris, sa

1 1 1
rank(H——J) :tr<H——J> :tr(H)—tr<—J) =k+1-1=kF.
n n n

Matrisen J &r synnerligen rangdefekt med rank(J) = 1 (eftersom alla kolonner ér lika spénner
vi bara upp ett en-dimensionellt rum).
Nu stoter vi pa lite problem. Vi ser att

(1-24)= (1= 3w (- 1)

10



dér den forsta termen inte forsvinner savida inte f; = [y = --- = [, = 0. Men under detta
antagande har vi ater igen en situation déar vi kan "byta ut” Y mot €. Foregaende hjilpsats
visar — analogt med féregaende argument — att

k
1
T _ 2
Y (H—EJ>Y_ > 72,
j=1

1

dér Z; &r oberoende och Z; ~ N(0,07), vilket medfor att —SSg ~ x?(k), under forutsittningen
o

att fy === =0. 0

Kommentar: utan villkoret 8; = B, = - - - = f; = 0 kan man fortfarande genomféra argumentet,
men resultatet blir en icke-centrerad x?(k)-fordelning (nagot som inte ingar i kursen).

5 Hypotestester och kofidensintervall

Vi har nu samlat pa oss en ordentlig verktygslada, sa det kanske dr dags att se hur vi anvénder
de olika delarna.

5.1 Skattning av o2

Variansen o2 skattar vi med

T n—k-1
Denna skattning ar véntevardesriktig:
o? SSk n—k—1
E 2 — E — 2 — 2
(5°) n—k—1 <02> k-1 7

1
ty ;SSE ~x*(n—k—1).

5.2 Finns det nagot vettigt i modellen?

En rimlig fraga efter utford regression dr om modellen faktiskt sdger nagot. Vi brukar testa
denna hypotes enligt foljande. Vi testar nollhypotesen

Hy:81=0=-=0,=0

mot
H; : minst nagot f; # 0.

En naturlig testvariabel ges av
B SSr/k
© SSg/(n—k—1)

(%

Huvudsatsen medfor att V' ~ F(k,n—k—1) (om Hy &r sann) och vi férkastar Hy om v &r stor.
Hur stor avgors av signifikansnivan och lite slagning i F-tabeller.

11



v

Rimliga utfall C

om Hj géller.

<

Vi hittar gréansen b ur tabell (eller med finv(1-alpha, k, n-k-1) i MATLAB) sa att

P(V >b) =q.

5.3 Enskilda koefficienter
Eftersom B ~ N (B,0*(X"TX)™") introducerar vi beteckningen

hoo hor -+ hok
(XTX)! = hio hir -+ ha
hio  Pr -+ D

Da ér B,, ~ N(Bi,0%hi). Om vi kiinner o2 kan vi anviinda att

~

B8
oFa

for att testa hypotesen Hy : 8; = 0 eller for att stélla upp konfidensintervall Ig,.
) =

Z

~ N(0,1)

Nu ér det extremt sédllan vi kénner o exakt, men vi vet att B &r oberoende av SSg enligt
huvudsatsen, sa f3; ir oberoende av SSg. Vidare ir s*> = SSg/(n — k — 1) en skattning av ¢ vi
kanner vil, sa

(B = 5)/(0 /M) B-8
Vi —k =183 —k—1)  SVha

enligt Gossets sats.

t(n—k—1)

5.4 Hypotestest: Hy: 3; =0

Vi kan dven utfora hypotestester fér en ensklid koefficient [3; for att se om den forklaringsva-
riabeln tillfor nagot signifikant (givetvis gar det att stélla upp konfidensintervall ocksa for mer
kvantitativt innehall).

Lat Hy : 8; = 0 och Hy : B; # 0. Vi vet enligt ovan att

-~

G- s
T = s

~tln—Fk—1),

12



sa det kritiska omradet finner vi enligt
C={teR:|t|>c}

for lampligt tal ¢ > 0 beroende pa signifikansnivan och antalet frihetsgrader.

Yy
o o
2 2
t } T
—c 0 c
C Rimliga utfall Cy

om Hj giller.

Grénsen hittar vi i tabell genom att leta reda pa ett tal ¢ = F'(1 — a/2) (sitter du med
MATLAB kan du anvénda ¢ = -tinv(alpha/2)).

6 Exempel: enkel linjir regression

Vi diskuterade enkel linjér regression tidigare i samband med MK-skattningar (foreldsning 2).
Lat oss visa att vi far samma resultat med den metod vi nu tagit fram (och férdelningar for
ingaende storheter pa ett enkelt sétt).

Vi later xq, o, ..., x, vara fixerade tal och yy, s, ..., ¥y, vara observationer fran

Y, = Bo + Bix;i + €,

diir ¢; ~ N(0,0?) dr oberoende. Alltsa precis den modell vi anviint tidigare. Syntesmatrisen X
ges av

1 T
xo| "
1 =z,

sa

7 1 " 22 _pg
XTX:X:< A > = (XTx)"! (Zml_xl ””)

T Yl a? TayL - mEE\ -nr o on

om det(X7TX) # 0. Saledes blir

St a? —nT ny

— (nT)? —nT n Yo LY
ny Z?:l T7 —nT Z?:l LiYi

)2 ’

TG + 1Y Ty

13



vilket ger att

B = Do riy; —nxy iy =) Yy — Y —T)
1 — n — - n — - n —
Zj:l x? — n’ Zj:l (z; — ) Zj:l('rj —T)?

Det foljer nu att

och &):y—é}j

o? Z?:l %2

e (0 st ) o B ().

Nagonstans nu inser vi vilket kraftig syntaktiskt verktyg matriser och linjar algebra é&r..
Eftersom o ér okiind skattar vi o2 med

2 SSE o Z;L:l(yj - B\O - B\lxj)2

S = o
n—2 n—2

diir S? ~ x2(n — 2). Vi kan skriva om SSg genom att utnyttja att

n

Y R e D

j=1 7=1 j=1

sa
n

SSk = SSror — SSk = (1 -1 Y (4 — 7)*.

j=1

Vi kan hér se att » = 1 ger perfekt matching sa alla (z;,y;) ligger pa en rat linje.

7 Bonus: determinanter och spar

For en kvadratisk matris A med dimension n X n definierar vi som bekant det karakteristiska
polynomet enligt
p(A) = det(A — AI).

Bekant fran linjér algebra dr att p(\) kan representeras enligt

PA) = (=D)"(A = A)(A = Ag)--- (A= A)

n(yn _ yn-l n (1)
()" (A" = A"+ Ao+ A) e (D) A A,

dér \;, @ = 1,2,...,n, ar matrisens egenvérden.
Sparet for A betecknar tr A och definieras som summan av diagonalelementen:

trA= Z Q.
i=1
Sparet &r linjar och uppfyller alltsa att
tr(cA) =ctrA och tr(A+ B)=trA+trB.

14



Dessutom géller att

n m m n

tr(AB) = > 3 “aybji = > Y bjiai; = tr(BA)

i=1 j=1 j=1 i=1
om A ar n X m och B ar m X n. Denna likhet leder direkt till att
tr(PAP™') = tr(P~Y(PA)) = tr A,

vilket innebér att sparet (likt determinanten) &r en invariant.
Vi vet dven att det A = Ay Ay - -+ \,,, dvs determinanten ges av produkten av alla egenvérden.
Finns nagot liknande for sparet? Svaret dr vad man kanske skulle kunna gissa, ndmligen att

trA:)\1+)\2+—|—)\n

Enklaste beviset &dr att uttnyttja att alla matriser A kan skrivas pa Jordans normalform, dvs
att det finns en basbytesmatris sa att J = PAP~!, dir J har A\, \a, ..., \, pa diagonalen och
ar nistan en diagonalmatris. Uttnyttjar vi att sparet ar ivariant ér vi klara. Kanske ligger detta
argument lite utanfér grundkursen i linjér algebra, sa lat oss studera det karakteristiska polyno-
met lite ndrmare som alternativ. Genom att utveckla efter exempelvis rad 1 kan determinanten
skrivas

aze — A 23 te Q2
a32 as3 — A --- A3n,
pON) = (an —A)| T e,
an2 an3 s Apn — )\

dér grad p; (\) < n—2 eftersom vi tagit bort en A-term. Om vi utfér samma operation pa denna
determinant ser vi att

asz — A 34 ce a3n,
Q43 Qgqg — A -+ Ay4n
p(A) = (a1 = N(a = A)| . . : + pa(t),
an3 An4 s App — >\

dar grad pa(A) < n — 2 med nagot (nytt) polynom ps(A).
Upprepa proceduren n ganger och vi erhallet att

p(A) = (an = A)(az2 = A) -+ (ann = A) + pu(N)
(=D)"N" 4+ (=1)" A" Hany + age + -+ + @nn) + Paga(A) (2)
(=) (A* = A" r A) + pora(N),

dér p,41(A) dr nagot polynom med grad hogst n — 2. Om vi jamfor (1) med (2) ser vi att

trA:)\1+)\2+---—|—)\n.
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