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"Oh, you suffer beautifully.”
—Pinhead

1 Konvergens

For att kunna fa lite precision i argumenten i detta omrade behover vi lite begrepp angaende
konvergens av stokastiska variabler. Eftersom vi har introducerat sannolikhet sa uppstar nu en
hel rad spannande mojligheter till olika typer av konvergens. Vissa av dessa har vi redan (mer
eller mindre) implicit stott pa. Téank pa de stora talens lag eller konsistens hos skattningar
(detta brukar vara konvergens i sannolikhet) respektive centrala grinsvérdessatsen (konvergens
i fordelning).

Kom ihag att en stokastisk variabel X &r en funktion fran utfallsrummet Q till R (eller mer
generellt R™). En f6ljd stokastiska variabler X,, ar alltsa en foljd funktioner, och som bekant
fran envariabelanalysen kan denna foljd konwvergera mot en funktion X om det &r sa att

lim X,(w) = X(w), forallaw €.

n— oo
Detta brukar kallas punktvis konvergens, eller i sannolikhetstermer: sdker konvergens.
Nu ar det sdllan vi kommer att ha sidker konvergens eftersom sannolikhet &r inblandad, sa lat
oss borja med en annan typ av konvergens som kan vara vérd att ha sett om inte annat &n
for att kunna sidga saker som att nagot &r "néstan sdkert” och faktiskt mena nagot véldigt
specifikt...

Definition. Lat X,,, n = 1,2, ..., vara en foljd stokastiska variabler. Vi siger att X,, konver-
gerar till X néstan sékert (almost surely) om

P{we Q: X, (w) = X(w)}) = 1.

Vi skriver i detta fall att X,, =3 X.

Ténk pa att en stokastisk variabel X avbildar ett utfallsrum Q ini R (eller R™). Vad definitionen
ovan siger ar att denna funktion konvergerar punktvis X, (w) — X (w) for alla w férutom en
delméngd som har sannolikhet noll.



Konvergens i sannolikhet

Definition. Lat X,,, n = 1,2,..., vara en foljd stokastiska variabler. Vi siager att X, kon-
vergerar till en stokastisk variabel X i sannolikhet om for alla € > 0 sa géller att

lim P(|X, — X|>¢)=0

n—oo

och vi skriver i detta fall att X,, — X. Generaliserar naturligt till hogre dimensioner.

Vi kan notera att
X, 3X = X,>X,

men inte omvéant. Detta &r inte sjdlvklart utan hénger i princip pa att vi kan byta ut ordningen
pa att berdkna sannolikhet och ta ett gransvéirde. Den intresserade kan sla upp Fatous lemma.
Den sista konvergenstypen vi betraktar dr konvergens i férdelning. Vad detta innebér informellt
ar att fordelningsfunktionerna for X, konvergerar punktvis mot férdelningsfunktionen for X.

Definition. Lat X,,, n = 1,2, ..., vara en foljd stokastiska variabler. Vi siger att X,, konver-
gerar till en stokastisk variabel X i fordelning om

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—ro0
for alla z (dér F' &r kontinuerlig). Har &r Fy, och Fx respektive férdelningsfunktion, och vi
skriver att X,, = X. I hogre dimensioner formuleras ofta kraven direkt i termer av sannolikhet

enligt
X,>X <& limP(X,€FE)=PXEcE)

n—oo

for alla rimliga méngder F sadana att P(OF) = 0.

Egenskapen att méngden E uppfyller att P(OF) = 0 brukar kallas for att £ &r en kontinui-
tetsméngd (kommer fran matt-teorin) for mattet P. Alternativt kan man betrakta fordelnings-
funktionen, sa lat

E@)={yeR":y1 <a1, yo <29, ..., yp < a1}

sa att fordelningsfunktionen F' ges av F(xq,2s,...,x) = P(X € E(x)). Detta foljer direkt
fran att den flerdimensionella fordelningsfunktionen ges av

Fx(z) = P(X; <21, Xy <9, , Xj < y,)
Randen OF till F kan vi uttrycka som
E(x)N{y € R*:y; = a; for nagot 4, 1 < i < k},

sa om P(X € 0E(x)) = 0 &r helt enkelt F' kontinuerlig i punkten .
Virt dven att notera att
X, 5 X = X,2X

Aven hér #r beviset ganska tekniskt, men det &r viirt att komma ihag att konvergens i férdelning
ar den svagaste typen av konvergens vi tagit upp.
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Definition. Om X,, — X kallas fordelningen for X for den asymptotiska fordelningen for
sekvensen X,,, n =1,2,....

Ibland kravs att denna fordelning inte &r allt for degenererad for att kallas for en asymptotisk
fordelning.

1.1 Ordo i sannolikhet

Redo for nagot riktigt skoj? For att beskriva hastigheten hos konvergens anvénds ibland vari-
anter av ordo-notationen ni har stott pa tidigare (envariabel del 2).

Vi skriver att X,, = o,(a,) om — = 0,(1), dér
Qn

Y, =0,(1) <« Y, — 0isannolikhet.

Vi séger att X,, = O,(a,) om det for varje e > 0 finns ett dndligt M > 0 och ett dndligt N > 0
sa att

n

p(X

Qn

>M) < € for alla n > N.

1.2 Ett par anvindbara resultat (utan bevis)

Vi har nu introducerat nagra begrepp kring konvergens av foljder av stokastiska variabler. Ofta
ar man intresserad av funktioner av stokastiska variabler pa olika sétt, sa vad kan man sidga om
konvergensen efter att ha gjort nagon form av sammanséttning?

Till exempel kan vi notera att X, 5 X och V,, 2 Y inte medfor att X, +Y, > X +Y
eller X,)Y, = XY i det generella fallet. Men under vissa forutsdttningar har vi resultat som
ofta duger nér vi vill at ovanstaende.

<>

g The Continuous Mapping Theorem
Sats. Lat g vara kontinuerlig. Da géller att

() X, 2> X = g(X,) > g(X);

(i) X, > X = g(X,) > g(X).

| Generaliserar till vektorvarda stokastiska variabler.

Kontinuerliga operationer fungerar alltsa precis som vi férviantar oss. Konvergens i fordelning
bevaras av kontinuerliga avbildningar. Beviset ar inte jéttekomplicerat, men bygger pa argument
och definitioner vi inte har tillgang till i nuléiget (ater igen denna matt- och integrationsteori).
Man kan ju tro att summor av foljder borde fungera lika enkelt, men sa &r inte fallet om vi
endast har konvergens i férdelning.



@ Slutskys sats

Sats. Om X, — X och Y, = ¢, dir ¢ éir en konstant, sa giller att

X, X
1) Xn+Y, > X+c¢ (i) X,Y, > Xc (i) =2 > =

under forutsédttning att ¢ # 0.
Y, c

Aven detta generaliserar till vektorvirda stokastiska variabler.

1.3 Flerdimensionella centrala griansvirdessatsen

Bara for att paminna sa sag vi i grundkursen i sannolikhetsldra att summan av oberoende
likafordelade variabler (med &ndlig varians) alltid gar mot en normalférdelning (konvergens
i fordelning). Kompakt uttryckt géller alltsa att v/n (X — p) 2 N(0,0%) om E(X;) = p
och V(X;) = o2 Motsvarande giller i hogre dimensioner, men i vanlig ordning har vi nu

en hel kovariansmatris att halla ordning pa istéllet for endast variansen. En variant av den
multivariata CGS kan formuleras enligt féljande.

@ Flerdimensionella centrala grinsvirdessatsen
Sats. Lat X = (Xi,..., X)) vara en vektorvérd stokastisk variabel med kovariansmatris C'.

Implicit hér &r att V(X;) < oo for j =1,2,..., k. Lat X,, vara en {6ljd av oberoende vektorer
med samma férdelning som X. Da giller att

% Z (X; — E(X)) = N(0,0).

Notera dven att
1 < S
N (X, - E(X)) = Vi (X, — E(X)),
NG ;( (X)) =+v/n( (X))
sa vi kan mer kompakt skriva v/n (X, — E(X)) — N(0,C).

1.4 Delta-metoden

En naturlig fraga dr foljande: om vi vet att X, har en asymptotisk fordelning, vad kan man
sdga om ¢(X,)? Ett naturligt angreppsétt ar givetvis att helt enkelt ta en Taylorutveckling

av g och visa att resttermen beter sig som 0,(1) sa att den inte stor. Det generella fallet blir
lite bokigt, sa vi koncentrerar oss pa normalférdelningen.

@ Delta-metoden for asymptotisk normalférdelning
Sats. Antag att X,, — 6 och \/n(X, —6) = X ~ N(0,0?) da n — oo (i princip resultatet

av centrala grinsvirdessatsen) och lat g € C! i en omgivning av 6 samt antag att ¢'(6) # 0.
Da géller att

Vi (9(X,) — g(0)) = X ~ N(0,(g'(6))%0?),

Ldén—)oo.




Bevis. Enligt medelvirdessatsen sa géller att
9(Xn) = g(0) = ¢'(§) (Xn = 0),

dir ¢ ligger mellan X, och 0. Eftersom X, — 6 si maste dven £ — 6. Satsen ovan om
kontinuerliga avbildningar medfor da att ¢'(£) - ¢'(#). Alltsa maste

Vi (9(Xa) = 9(0)) = Z ~ N(0, (¢'(0))*0%),

allt enligt Slutskys sats! Vi kan dven formulera det hela asymptotiskt enligt

Vi (9(Xn) = g(0)) = g'(6)v/n (X5 = 0) + 0,(1),
genom att helt enkelt skriva

vV (9(Xn) = 9(0)) = Vng'(§) (Xn — 0)
= (X, = 0)g'(0) + vn (X, = 0) (g'(€) — 4'()),

=0p(1) =op(1)

dér vi nyttjar att /n(X, — ) konvergerar i fordelning — vilket betyder stokastiskt begrinsad
sa O,(1) — och att ¢'(€) = ¢'(0). O

Vad hénder i flera dimensioner? I princip ér det helt analogt. Lat 0 vara en konsistent skattning
av 0 sa att

ﬁ(é—@) 2 7 ~ N(0,C).

Om vi fér enkelhetens skull antar att g € C? i en omgivning av 0, s& dr som bekant

~

9(0) = 9(0) + Vg(0)" - (6 - 0) + R().

Om vi betraktar variansen for var approximation (dér vi bortser fran resttermen) sa ser vi att
v <g(e) L Vg(0)T (5— 9)) — v (vg(e)T : 6) = Cov (vg(e)T : 5)

= Vg(6)" Cov(B)V4(0) = Vo(6)!~ C V(6).

Genom att likt i envariabelfallet anvianda medelvardessatsen kan vi nu visa att

~

Vi (9(8) = 9(6)) 3 Z ~ N (0,94(6)" CVg(0)).

2 Det grundliggande y?-testet
Antag att vi har féljande situation

(i) Vi har n stycken oberoende stokastiska variabler X; med samma fordelning, dar X; har
precis k mojliga utfall.

ii) Numrera utfallen enligt Aq,..., A, och lat p; = P(A,;) vara respektive sannolikhet. Da
(ii) g Dj J p
arpr+p2---+pr =1

(i) Lat Y;, i =1,2,... k, vara antalet ganger hindelsen A; intréiffar.
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For att konkretisera en aning, téank att vi har & stycken lador A; vi kastar bollar i. Experimentet
ar uppstallt sa att en kastad boll alltid hamnar i en lada. Vi later p; vara sannolikheten att en
boll hamnar i lada A;. Vi kastar n bollar (oberoende) och réknar sedan hur manga bollar Y; som
det finns i varje lada. Givetvis kommer Y; ~ Bin(n, p;), men variablerna Y; &r inte oberoende
av varandra (antalet bollar i alla ladorna summerar till n).

Vad vi kommer gor &dr att betrakta uppdelningar av denna typ och stélla upp hypotestest dar
vi later nollhypotesen Hy ges av

Hy: P(Ay) = p1, P(A3) = ps, ..., P(Ax) = pr,
dar py, pa, ..., pr ar sannolikheter sa att p; + - -+ + pr = 1, och testar mot hypotesen
H; : det finns nagot j sa att P(A;) # p;.

Om Hj &r sann, sa blir de forvantade frekvenserna E(Y;) = n-p;, 7 = 1,2,..., k. Lat oss
definiera

— np]

Mw

Jj=1

dér y; dr observationen av Y;. Ett stort vérde pa ¢ borde rimligen indikera att Hj inte géller
(atminstone nagot p; maste skilja sig markant fran det férvintade vardet np;).
Storheten ¢ &r en observation av den stokastiska variabeln

k
_np appr.
Q=Y Wil o oy,
7j=1

Att detta blir approximativt y2-fordelat foljer av foljande sats.

-
>

e

Sats. Med beteckningarna ovan géller att Z —npj)

> X, déir X ~ x?(k —1). Konver-
j=1 P

gensen ar alltsa i fordelning.

Bevis. Eftersom Y; dr binomialférdelad vet vi att E(Y;) = np; och V(Y;) = np;(1 — p;), sa de
standardiserade variablerna

Y: — nns —
T D Z; ~ N(0,1),
np;(1—p;)

for nagot Z enligt centrala gransvirdessatsen (CGS). Konvergensen dr i meningen att fordel-
ningsfunktionen F,, ;(y) — ®(y) for alla y € R. En foljd av detta &r att

Y; —np; p

— Zj ~ N(0,1—p,),
- 0.1~ py)

eftersom om U, = U sa giller att h(U,) 2 h(U) for alla kontinuerliga funktioner h (brukar
kallas sannolikhetsteorins open mapping theorem). Anledningen till den sista manovern ar att
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vi ska fa det lite lattare att analysera beroendestrukturen hos Z;, j = 1,2,..., k. Eftersom
vintevirdet dr E(Y;) = np; kommer

C(Yi—npz' Yj—npj>
\/ Pi 7 v P;

Yi—npiy'—np') 1

= F J J ) = EYY:) — 2n2pip4 + nzpip‘

(P i) - (B() — 20y + )
1

= EY;Y:) — n’pip;
e (E00) )
For att berdkna E(Y;Y;) gar vi tillbaka till variablerna X;, i = 1,2,...,n. Lat I4 beteckna
indikatorfunktionen for méngden A. Detta innebér att

I, (X)) = 1 om X; € Aj,
A 0om X; &€ Aj.

Vi kan da skriva Y; = Z] 4,;(X;) och eftersom X; &r Bernoullifordelade (2-punktsférdelade)
i=1

foljer det att E(1a,(X;)) = p;. Vi har nu, for i # j,

) = £ (L) (S s} ) = £ (X 1400

_E<Z]A (X)L, ( Xl>+E ZZIA X)) Ia,(Xom)

=1 =1 m=1
ml

_O+ZZE]A Xl Zzpzp]_nn_l)plpﬁ

=1 m=1 =1 m=1
ml ml

eftersom I4,(X;) I4;(X;) = 0 (samma boll kan inte hamna i tva lador) samt att I, (X;)
och I4,(Xy,) dr oberoende om [ # m. Saledes blir

C(Yé—npi Y; —np;
\/TPi ’ v/ WPj

for i # j. Foljaktligen maste siledes kovariansmatrisen for Z = (Z; Zo --+ Z;)' ha utseendet

) = -vim

IL—pr —/P1p2 —/PiP3 -+ —+/Dibk
—v/D2p1 1 —pa2 —\/Dap3 -+ —\/D2Dk
Cyz= 1| —vPspr —/psp2 1—ps -+ —\/D3pk

—\/PkP1 —+\/DkP2 —/DkP3 - 1 —pg

vilket kan skrivas lite mer kompakt som Cz = I — pp”, dir p = (\/p1 /P2 -+ /Dr).. Denna
omskrivning gor att vi enkelt kan se att

(I—pp")?*=I—pp" och (I—pp")" =1-pp",

sa I — pp’ ar en projektionsmatris och har dirfér egenvirdena A = 0 och A = 1. Vi har nu
att Z ~ N(0,Cz). Pa samma sétt som i beviset av regressionsanalysens huvudsats ser vi att

rank(I — pp’) = tr(I —pp") =k — 1,
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sa A = 0 &r ett enkelt egenvirde. Matrisen dr symmetrisk och positivt semidefinit, sa det finns en
ON-matris C sa att CTCzC = diag(1,1,...,1,0) blir en diagonalmatris. Om vi later W = CZ
ser vi att W ~ N(0,diag(1,1,...,1,0)) och att

k—1
Z'Z=W'wW =) W’
j=1
diar W; ~ N(0,1) &r oberoende. Denna summa dr som bekant x?(k — 1)-fordelad! O
/‘ Nar duger approximationen?

Foregaende sats giller alltsa asymptotiskt (da n — oo) och séger inget direkt om vad som
géller i det enskilda fallet. En tumregel ar att vi vill ha np; > 5 for j = 1,2,...,k for att
vara ganska sidkra pa att approximationen dr bra. Har vi lador med valdigt fa "bollar” i kan
| det hiinda att testet inte blir bra.

3 Test av given diskret fordelning

Lat X, Xs, ..., X, vara oberoende diskreta stokastiska variabler med X, € A for nagon diskret
méngd A. Vi dr intresserade av att testa om X; ~ F' for nagon given diskret fordelning med
sannolikhetsfunktion p(j), j € A. Vi kommer anvénda nollhypotesen

Hy: P(X =j) =p(j), j €A,
och testar den med mothypotesen

H,: P(X =j) # p(j) for nagot j € A.

N

Q Exempel

Den stokastiska variabeln X antar vérden i méngden {0, 1, 2}. Vid 1250 observationer fann
man att X = 0 783 ganger, X = 1 425 ganger samt X = 2 42 ganger. Testa med signifikans-
nivan 1% om X ~ Bin(2,1/5).

Losning. Vi later Hy : X ~ Bin(2,1/5). Om vi antar att Hy ar sann sa giller att
1\’ /4\* 16
o= () () -2
1\' /4\" 8
r=0-(7)(5) (5) -
1 /4\" 1
- (YO 4

Kom ihag att kontrollera att dessa summerar till 1, det &r en billig kontroll pa tentan. Utifran
detta kan vi berdkna de forviantade frekvenserna vid 1250 forsok (om H, dr sann):

800, 7 =0,
np; = ¢ 400, j =1,
50, j=2.
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Testvariabeln g ges nu av

. 22: (2; —np;)* _ (783 —800)> | (425 — 400)* , (42 — 50’
np; 800 400 50

~ 3.2038.
§=0

Eftersom k = 3 dr ¢ en observation av Q "~ x?(2) om Hy dr sann. Vi finner att
0.01=P@Q>xm(2) & xoo(2) =921

ur tabell.

t x
2
X0.01

Eftersom ¢ = 3.2038 < 9.21 kan vi inte forkasta H,. Fordelningen kan mycket riktigt vara
binomialférdelning med p = 1/5.

4 Test for kontinuerlig fordelning

Om vi istéllet har en kontinuerlig situation dér vi vill testa om métdata foljer en given fordel-
ning F' maste vi agera lite annorlunda. Vi skulle 6nska att stélla upp

Hy: X ~F

mot
H, : X har ej fordelningen F.

Men detta blir lite for komplicerat i det generella fallet.

Istéllet gor vi sa att vi diskretiserar det hela pa nagot sétt. Vi gor oftast detta genom att skapa
lador i form av intervall och sedan undersoka hur manga observationer som hamnar i varje
delintervall. Detta gor att vi inte exakt testar om nollhypotesen ovan utan vi testar en svagare
nollhypotes.

Lat X;, i = 1,2,...,n vara oberoende och likaférdelade variabler med téthetsfunktion f(x). Vi
véljer a;, j =1,2,...,k+1, sa att

—o0o<La; <ay << ap < gy <00

och definierar A; = [a;, aj41[ for j = 2,3,...,k och later typiskt A; =] — 00, as[. Vi definierar
sedan
aj+1
p;=P(X, € A;) = / f(x)dx.
a;

Om f &r en tathetsfunktion sa blir nu p; + ps + - - - + pr = 1 och vi har téckt alla mojligheter.
Om stodet for f inte édr hela R modifierar vi naturligt definitionen (eller later f(z) = 0 utanfor
sin definition). En tumregel for valet &r att vi later & ~ n/10. En annan tumregel &r att vélja
intervallen sa stora att alla p; &r ungefér lika stora.
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ai as az a4 0As 473 a7

Hypotesen vi kommer testa ar
Hoip(XEAj):pj, j:1,27...,k,

mot
H,: P(X € Aj) # p; for nagot j.

Skulle X ha rétt fordelning kommer Hj att vara sann med stor sannolikhet, men om vi styr-
ker Hy innebér det inte nodvandigtvis att det ar just den fordelning vi utgick fran nér vi stéallde
upp A; som &r den sanna (bara nagon med motsvarande sannolikheter i uppdelningen). Vill
man ha ett starkare resultat krivs andra metoder.

N

572 Exempel
Séaljaren pa ELFA hédvdar bestdmt att livslangden pa en komponent ar exponentialfordelad
med véntevarde 2 ar. Uttrakade pensiondren Sture tror inte pa det utan koper 50 stycken
komponenter for att testa. Sture kopplar upp komponenterna och kikar till var 6:e manad for
att se hur manga som gatt sonder.

Tid (man) | <6 <12 <18 <24 <30 <36 <42 <48 <bH4 <60

Antal: 11 19 25 31 36 39 39 40 42 43

Undersok om antagandet dr rimligt pa approximativt 1% nivan.

Losning. Vi kan organisera om datan mer anviandbart enligt hur manga enheter som gick
sonder under en viss tidsenhet. For att fa ungefar jimnstora klasser sa buntar vi ihop enligt
foljande.

Tid Hur manga dog
I, =[0, 6) 11
I, =16, 12) 8
I; = [12, 24) 12
I, = [24, 36) 8
15 S [36, OO) 11

Om vi antar Hy sa giller att tathetsfunktionen for livslingden hos en komponent X ges
av f(x) = p~texp(—p~ " ), s&

by b
P(a§X<b):/ — exp (—E) dx = exp <_ﬂ) —exp (——).
o I I 7 M
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Med siffrorna ovan ser vi att

(pr=0.2212, k=1,
po = 0.1723, k=2,
P(X €I,) =< p; = 02387, k=3,
ps=0.1447, k=4,
|ps = 02231, k=5

Teststorheten vi anvdnder kommer nu ges av

p)? (11— 50-0.2212)2 11— 50-0.2231)2
2y —npy)” _ L S _ 01276
npj

q:
J

5
- 50 -0.2212 50 - 0.2231

1

Om H, ir sann sa kommer ¢ vara en observation av Q "~ x?(5—1) = x?(4), sa med det kritiska
omradet C' = (0, ¢) dér ¢ = 13.28, ser vi att vi inte kan forkasta Hy. Sdljaren kan mycket vél
ha ratt.

5 Skattade storheter

Normalt sitt kanske vi inte far exakt véntevirde (eller andra parametrar i fordelningen) utan
dessa maste skattas innan vi kan utféra testet. Hur paverkar det fordelningen for teststorhe-
ten Q7 Svaret dr enkelt: for varje skattning vi gor tappar vi en frihetsgrad, under forutsattningen
att skattningen ar vettig (ML-skattningar brukar bete sig bra). Bevis dr dédremot lite bokigare
(4 andra sidan far vi det forsta y2-testet mer eller mindre pa képet). Far jag tid ver kommer
jag skriva ned det och uppdatera anteckningarna. Om vi antar att sannolikheterna p; beror pa
okinda @ = (0, 0y --- 0,)7, sa giller alltsa att

u Y — np; 0 2 appr.
Q:Z(Jn;i?ég ) 22k — 1 — 1),
j=1 J

under forutsédttning att skattningarna som anvénds beter sig tillrackligt bra.

N

Q Exempel

Linnea gor en signalbehandlingslaboration i matlab men hennes algoritm fungerar inte som
planerat. Givetvis tycker Linnea att felet maste ligga i matlabs sétt att generera normalfor-
delade slumptal. For att testa hypotesen att slumptalen inte &r normalférdelade genererar
Linnea 1000 slumptal och sorterar dessa i storleksordning f6ljt av en klassindelning sa det ar
precis 100 element i varje klass. Granserna kan ses nedan.

Undre gréns | 1.57 1247 15.00 17.04 1880 20.33 21.76 23.26 25.00 27.43
Ovre grans | 12.46 14.98 17.03 18.77 20.32 21.75 23.25 2499 2742 40.80

Det beriknade medelviirdet dr T = 20.14 och stickprovsvariansen #r s*> = 35.25. Testa pa
| nivan 5% om vérdena dr normalférdelade.
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Lésning. Lat Hy : datan kommer fran N(u,0%) och H; : datan dr inte normalférdelad. Om
vi anvinder ¥ = 20.14 som skattning for véntevéirdet och s = 1/35.25 = 5.94 som skattning
for standardavvikelsen, sa kan vi (om vi antar att Hy &r sann) berdkna sannolikheterna for en
normalfordelad variabel Z att hamna i de olika klasserna enligt

P(a§Z<b):P(a_'u§Z_“<b_'“):q)(b_ﬂ>_q)(a—ﬂ)

o o o o o
~ b b—20.14 9 a—20.14 .
5.94 5.94

Resultatet kan beskadas nedan.

Intervall Sannolikhet
I = (—oo, 12.46) 0.10
I, = [12.47, 14.99) 0.09
I3 = [15.00, 17.03) 0.11
I, = [17.04, 18.77) 0.11
Is = [18.78, 20.32) 0.10
Is = [20.33, 21.75) 0.09
I; = [21.76, 23.25) 0.09
Iy = [23.26, 24.99) 0.09
Iy = [25.00, 27.42) 0.10
I1o = [27.43, 00) 0.11

Vi ser redan nu att sannolikheterna véldigt ndra hamnar runt 10-delar (vilket borde ske om
normalfordelning géller med tanke pa konstruktionen). Men lat oss stélla upp teststorheten och
se:

= 4.34.

B i (z; —np;)® (100 — 1000 - 0.10)2 . ..., (100—1000- 0.11)2
1= np; 1000 0.10 1000 - 0.11

: > T

2
X0.05

Om H, #r sann sa ir q en observation av x?(10 — 2 — 1) = x*(7) eftersom vi skattar tva
parametrar. Pa nivan 0.1% sa giller att P(Q > 14.07) = 0.05, och da 4.34 < 14.07 sa kan vi
inte forkasta nollhypotesen. Linnea har antagligen implementerat sin algoritm fel.

Att testa normalférdelning pa detta sétt dr inte helt lampligt. Det finns betydligt béattre me-

toder som till exempel Kolmogorov-Smirnovs metod som istéllet baserar sig pa den empiriska
fordelningsfunktionen. Test av denna typ ger béttre resultat i allménhet.
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6 Homogenitetstest

Det kan ofta vara intressant att avgéra om egenskaper skiljer sig at mellan olika grupper. Lat oss
sitta upp foljande scenario. Vi har s stycken grupper eller serier av forsok som vi ér nyfikna pa
om de uppvisar samma sorts fordelning med avseende pa en méingd egenskaper A;, As, ..., A,.
Vi kan da stélla upp datan enligt féljande dér siffrorna &r absoluta frekvenser.

Egenskap 1 | Egenskap 2 Egenskap r | Summa
Grupp 1 N1 Nig Ny G,
Grupp 2 Ny Noo Ny, Go
Grupp S an Nn2 Nnr Gs
Summa E Ey E, N

Om vi antar att grupperna ér homogena, dvs att de uppvisar samma férdelning for egenskaperna,
sa &ér en bra skattning for sannolikheten p; att ett objekt har egenskap j helt enkelt

Vi formar samma sorts teststorhet som vi gjort innan

0=y

i=1 j5=1

R G )

Att det blir just (r — 1)(s — 1) kommer fran de linjira restriktioner som trillar ut ur tabellen

ovan. Vi kan se att
I8

Z(

Jj=1

NZ] - Gz ° pJ)Q aEEL
Gz’pj

Xo(r—1)

enligt tidigare argument, men da antar vi att p; dr kdnda. Sedan summerar vi s sadana obe-
roende variabler, sa resultatet blir x?(s(r — 1))-fordelat. Men nu vill vi skatta p; och fér varje
skattning tappar vi en frihetsgrad. Mérk dock att vi inte skattar alla r stycken p;, utan bara r—1
stycken da den sista ges av att summan maste bli ett. Vi tappar alltsa r — 1 frihetsgrader. Totalt
sett har vi alltsa s(r — 1) — (r — 1) = (s — 1)(r — 1) frihetsgrader.

Sa nér giller approximationen? Den géller under forutséttning att n;p; ér stora. En rimlig
tumregel &r att n;p; > 5.

N

@ Exempel
Ifran en stor population fragar vi tva grupper om de tycker det borde vara lagligt att kasta
tallkottar pa hundégare som inte haller sina hundar kopplade.

Grupp ‘ Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk.
G, 59 41
Gs 145 55

Testa pa signifikansnivan 1% (approximativt) om det finns nagon skillnad mellan vad grup-
perna tycker.
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Losning. Vi utfor ett homogenitetstest.

Grupp Kottkastning &r OK! Nej man far inte kasta tallkottar pa folk. | Summa
G, 59 41 100
Go 145 55 200
Gy + Go 204 96 300
D; 0.68 0.32 1.0

Lat Hy : Grupperna tycker likadant mot H; : Grupperna tycker olika. Var observation av test-

storheten ges av

59 — 68)> 41 — 32)? 145 — 136)2 55 — 64)?

(9-68 (41327 _( 2, (5-64)
68 32 136 64

Detta #r en observation av @ "~ x?(1-1). Ur tabell finner vi att P(Q > 6.6349) = 0.01.
Eftersom ¢ < 6.6349 sa kan vi inte forkasta hypotesen att grupperna tycker lika.

~ 5.58.

q:

o

@ Exempel

Alla som lyssnar pa hardrock i nagon form har sékert funderat 6ver vilken av Slayer-latarna
Angel of Death och Raining Blood som &ar bést®. Examinator funderade 6ver om resultaten ar
homogena 6ver nagra olika grupper och samlade in foljande siffror pa internet:

Angel of Death  Raining Blood
Returntothepit.com 199 173
MetalStorm.net 47 43
RockBand. com 21 16
MetalRules.com 23 3

Utfor ett homogenitetstest pa nivan 5% for att se om man kan forkasta hypotesen att asikterna
ar likafordelade i de fyra olika grupperna.

@ Sjalvklart &r Angel of Death den bésta av dessa tva, men det dr inte podngen!

Losning. Forst kompletterar vi tabellen med all information som behovs:

Angel of Death  Raining Blood | Summa (n;)
Returntothepit.com 199 173 372
MetalStorm.net 47 43 90
RockBand. com 21 16 37
MetalRules.com 23 3 26
Summa 290 235 525
D, (skattat p;) p1 = 0.552 P2 = 0.448 1.00

Vi berdknar observationen ¢

4 2
3oy b
i=1 j=1 Zp?
(199 — 372p1)* L (73— 372p,)? L (47— 90p; ) L3 90ps)?
372D 372ps 90p; 90p;
(21 = 3751)% (16 —3752)% (23 —26p1)2 (3 — 26]»)>
37D 37Dy 26D 26>

=12.43
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Returntothepit.com
MetalStorm.net
RockBand.com
MetalRules.com
Returntothepit.com
MetalStorm.net
RockBand.com
MetalRules.com

Lat H, vara utsagan att favoriten bland de tva latarna &r likadant fordelad i alla fyra serier.
Det vill séga, att P(AoD favorit) = p; och P(RB favorit) = p, giller i alla fyra serierna med
samma sannolikheter p;. Antag att H, &r sann.

Y

} > T

2
X0.05

Vi forkastar Hy om Q > x%(3), d v s om den observerade testvariabeln hamnar utanfor det
skuggade omradet i figuren ovan. Med o = 0.05 finner vi att x2,5(3) = 7.81 (ur en tabell eller
med matlab), sa Q > x2(3). Vi kan alltsa forkasta hypotesen att alla grupperna tycker likadant
(ganska tydligt fran siffrorna att den fjérde raden skiljer sig markant fran de andra).

Svar: Vi kan forkasta hypotesen om homogenitet pa nivan 5%.
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