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1 Entydighet

Om vi har ett polynom som approximerar en snéll funktion bra, kan vi da vara sidkra pa att
koefficienterna i polynomet &r Maclaurinkoefficienterna? Faktum &r att vi faktiskt kan det!
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g Entydighet
Om f #r (n + 1)-ganger kontinuerligt deriverbar, dvs f € C"*! och

f(-T) =ag+ a1r + a2$2 Al ooo CLnxn + O($n+1)

fH(0)

k!

sa ar ag = f(0) och ay = for k=1,2,...,n.

Bevisskiss: Maclaurinutvecklingen finns, sa vi maste ha likheten

2 n n+1ly\ __ / f//(()) 2 f(n) (O) n n+1
ap+ a1 & + asx” + -+ a,a" +0(2") = f(0)+ f (0)x+7x tood T +O(z" ).
Med = = 0 far vi ap = f(0). Sen &r det lockande att derivera for att bestdmma a;, men ordo-
termen dr obehaglig da den inte behéver vara deriverbar. Men om vi utnyttjar att ag = f(0)

kan vi forkorta bort ett x 6verallt (dven i ordo-termen):

17 (n)
IO, L0

ay + apx + -+ a4+ O(2™) = f/(0) +
Alltsa &r a; = f'(0) och sa vidare. Vi landar till slut i att

F(0)

n!

a, +O0(x) = + O(x),

dar vi kan lata z — 0.

2 Utvecklingar fran derivatan

Om man vet en utveckling for derivatan f’(z) kan man direkt hitta utvecklingen for f(x) genom

att betrakta integralkalkylens huvudsats: f(z) = f(0) + / f'(¢) dt.
0
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@ Exempel
Hérled Maclaurinutvecklingen for In(1 + z).

1
Losning. Lat f(z) = In(1 + ). Som bekant ges derivatan av f'(x) = 112 Vi kan utveckla
T

denna som (1 + z)~*

1
1+z

=l—ao+2> -2+ -+ (D" 2" r(2).

Vi stannar pa n — 1 av en anledning. Eftersom f(0) =In1 =0 sa ar
2 3

ln(l—f—x):O+x—%+%—---+(—1)”_l%+/o r(t) dt.

Resttermen da? I detta fall sa ser vi att Maclaurinpolynomet ar en geometrisk summa, sa

— I G N GV
1+ r 1—(—x) 14z

k=0

Alltsa blir (fér x > 0) |r(z)| < 2". Vi kan nu uppskatta integralen av feltermen. Om =z > 0

géller att
“rnval < [Cear= T — o
t n — — n
/o r(t)dt] < /0 n+1 (")

eftersom 1 + 2z > 1. Nar < 0 maste vi minst kréva att —1 < = < 0 (varfor?). Men vi kan

1
gora det enklare for oss och helt enkelt anta att |x| < 1/2. Da ar 1 + 2 > 1/2 och 1ita < 2.
T

Liknande kalkyl som ovan ger oss O(z"™!). Detta krivde ganska precis kunskap om resttermen,
men det gar att gora liknande argument dven nér vi inte har sa enkla fall. Vi aterkommer till
detta i nésta foreldsning. Det finns dven en sats i boken som implicerar resultatet ovan. Detta
resultat dr generellt anvindbart sa lat oss formulera satsen.
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Om f € C* nira noll samt f'(z) = O(zP) for nagot heltal p > 0, sa dr f(z) = O(zP™?)
savida f(0) = 0.

Observera hir att vi absolut inte pastar att man kan derivera ordo-termen. Som formuleringen
lyder sa vet vi a priori att [’ existerar.

3 Utvecklingar via ansatser

Om man studerar utvecklingarna for sin x och cos x ser man att den udda funktionen sin endast
har udda exponenter och att den jamna funktionen cos endast har jamna exponenter. Detta
géller generellt for udda respektive jamna funktioner.
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- Exempel

Anvand utvecklingen for sin z for att finna Maclaurinpolynomet av ordning 4 for arcsin x.

Losning. Vi vet att arcsin(—x) = — arcsin(z), sa arcsin dr udda. Det innebér alltsa att arcsin xz =
a1r + azz® + O(2°). Vi soker a; och az. Nu vet vi att sinarcsinz = z for —1 < z < 1 och
eftersom sinz = x + 2%/6 + O(2°) maste da

(a1z + azz® + O(zP))?
6

ayx + azz® + O(x°) — +O((arw 4 aza® 4+ O(z°))°) = x.

Vansterledet kan vi skriva om som
a3
az + (ag - é) 2® 4+ O(2°)

och for att detta ska vara lika med hogerledet x maste alltsa a; = 1 och az — a3/6 = 0. Med

andra ord erhaller vi att ,

arcsinz = x + % + O(z°).

Kontrollera detta genom att derivera f(x) = arcsinx direkt!

4 Gransvarden

En vanlig tillampning fér Maclaurinutvecklingar ar berékning av gréansvirden.
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S

Exempel
. . cosz — 1+ z?
Berakna lim .

x—0 x2

Vi loser detta genom att Maclaurinutveckla cosz och v/1 + x2:

cosw —VI+a? _1-a*/2+40(@") — (1+2%/2+0("))

2

) x
2(_1 2
_ ( —1—20(x )):_14_0(;(;2)%—1, dax — 0.
x

Vi kan alltsa Maclaurinutveckla uttryck istéllet for att memorera massvis med standardgréns-
viarden! Ofta &r det ocksa nagon slags kancellation inblandad. Utvecklingar kan vara ett bra
sitt att plocka bort beteende som ér likadant i summor.
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Exempel

. o . xCcosx —sinx
Finn gransvérdet lim ——————
z—0 In(1+ a3)




Vi l6ser problemet analogt med féregaende kalkyl:

rcosr —sinxz r— - ( _§_> —s2% 4+ O(2°)
im ——————— = lim =lim 2 ————
=0 In(1+ x3) z—0 3+ O(a8 =0 13+ O(x9)
506 _l
a:—>0 1 —}-O(x?’) 3

5 Gransvirden mot odndligheten

Vi behover i fallet nér vi soker ett gransviarde mot odndligheten inféra en ny variabel som gar
mot noll da x — co. Den vanligaste tekniken vi anvénder &r att bryta ut det som dominerar ur
varje term och da fa saker kvar som gar mot noll. Dessa saker brukar ge lamplig ny variabel.

@ Exempel

Rikna ut gransvardet lim (\4/ 224+zt —V1i+z+ .7:2).
T—>00

Losning. Vi forsoker bryta ut det som dominerar i varje term. I den forsta ér det x*-termen
och i den andra z?-termen. Saledes har vi

\4/x2+1:4—\/1+x+x2:]x|(il/%le—\/%—l-%—l-l)
:]a:|< 412+0() (1+%(%+§)+0<(%+é)2>>>

1 1 1
=—§+O(;) - =5 da z — oo.
1 1
Hér har vi anvént ¢ = — och s = — + — som nya variabler.
x x?
6 Asymptoter
-\@’- Exempel

Visa att /1 — 2x 4+ 422 har en asymptot da z — oo.

Losning. Vi visar detta genom att finna asymptoten (om den finns). Mot odndligheten &r
det 2%-termen som dominerar i kvadratroten, s& vi bérjar med att bryta ut denna

1 1
V1 =2z + 42? = 2|z 2—+1
: . 1 | .
Eftersom x — oo kan vi anta att |z| = z. Lat nu t = yreRmy Da géller att ¢ — 0 da x — oo.
x x

Eftersom

1
\/1+t:1+§t+0(t2)
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ser vi nu att

1/ 1 1 1 1\? 1 1
_ 2 = —_ _—m—— _——— == —_— — — .
V1 —2x+4x 2z | 1+ s\ 12 2 + 0 pri 2x 5 + 0 .

Observera har att
of (L 12 2\ of L 2 1Y _,(1
422 2z N 1624  8x3  4x2) 2

sa termer innehallande x~2 forsvinner in i denna. Vi har nu visat att det finns en asymptot 2z —
1/2 da x — oo eftersom O(1/x) — 0 da x — oo.

7 Extrempunkter

En Maclaurinutveckling beskriver hur en funktion beter sig lokalt néra origo. Alltsa borde
denna information kunna anvéndas for att undersoka om det finns ett lokalt max eller min i
origo. Sjéalvklart borde samma sak kunna goras i andra punkter genom att anvédnda lamplig
Taylorutveckling i stéllet. Vi betraktar ett par exempel.

Exempel
sin x

Avgor om har en lokal extrempunkt i origo och avgoér om sa ér fallet vilken karaktér

punkten har.

Losning. Vi Maclaurinutvecklar sin x och finner da att

sin x x?

=1-"-4+0@"HY=1-2° <é+0(x2)>.

T 6

Nér x ar néra 0 ser vi att uttrycket i parentesen

1
ar ~ —. Funktionsvardet i x = 0 ar 1 och om vi

flyttar oss lite fran x = 0 sa dr funktionsvirdet / \ fl@)
strikt mindre &n ett. Detta &r definitionen av ett
lokalt maximum! Mer precist innebér likheten

ovan att det finns ett 4 > 0 sa att S 1<0
T
for 0 < |x| < 9, se figuren till hoger.

8
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Exempel

Avgor om 2 + zexp(z®) — tanx har en lokal extrempunkt i origo och avgoér om sa ér fallet
vilken karaktdr punkten har.




Losning. Vi utvecklar uttrycket:
2+ zexp(z?) —tanz =2+ (1 4+ 2> + O(2*)) — (

—2+x3—$—3+0($5)
B 3

=243 (; +O(x2)) .

Hér ser vi att uttrycket ar storre &n 2 nir z > 0 (men
néra noll) och mindre &n 2 nér # < 0 (men néra noll) ef-
tersom a3 viixlar tecken. Detta &r saledes varken en max-
eller minpunkt eftersom ingen av dessa definitioner &r
uppfylld. Formellt innebér det att for varje (litet) § > 0
har funktionen utseendet till hoger. Ar detta en sa kallad
terasspunkt?

3

T + ‘% + O(x5)>




