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1 Differentialekvationer

Kom ihag att en differentialekvation &r en ekvation som innehaller en okénd funktion y(x) och
derivatorer av varierande ordning (y'(x),y”(z) etc) samt andra funktioner av variabeln z:

F(Z/? y/7 y//7 R 7y(n)7 :I;) = O'

Med en l6sning till en sadan ekvation sa menar vi funktionen y(x) samt ett 6ppet intervall |a, b
(mojligen odndligt) sa att

Fy(z),y (x),y"(x),...,y"™(x),z) =0, for alla z €]a,b].

2 Linjir ordning 1
En ekvation pa formen
y'(z) + g(x)y(x) = h(z)

kallar vi for linjar. En sadan ekvation har vi 16st genom att anvédnda en integrerande faktor sa
att vinsterledet kan skrivas som derivatan av en produkt.

:@’_

Bestdm g(x) sa att 23 éir en 16sning till

Exempel

y'(@) +g(@)y(z) =% x>0,

och finn sedan den losning sa att y(1) = 0.

Lésning. Om y(x) = 2% ska vara en ldsning maste
3/ 3 2 3 2 2
(@) +g(2)2" =2 & g(2)2"=-2" & glo)=-,
dér vi utnyttjat att > 0 vid divisionen. Vi ska alltsa 16sa
2

y — Zy=2% x>0
T

1



—2Inzx

1
En integrerande faktor ges av e = —, « > 0. Vi multiplicerar ekvationen med denna och
x

finner att, for x > 0,

2 d 1 1
Yy ——y=12" & —|(y=|=r==1 & Yor+C o y =12° + Ca?,
x dx \” x? x? x?

déar C ar en godtycklig konstant. Vi séker speciellt den 16sning som uppfyller
0=y(l)=14+C <« (C=-1L

3

Svar: y(z) = 2° — 2%, x > 0.

3 Ickelinjar ordning 1

Om ekvationen dr av ordning 1 men inte linjér &r problemet betydligt svarare. Men vissa typer
av ekvationer kan vi fortfarande hantera hyfsat generellt. En ekvation kallas separabel om den
kan skrivas pa formen

9y = h(x).

Vi loser dessa genom att integrera bada sidor med syfte pa x och gora ett variabelbyte i
véansterledet, sa att

o) = hiz). & / g(y) dy = / Wo)dr & Gly)=H(z)+C,

dar G' = g och H' = h. Vi behover sedan 16sa denna ekvation genom att invertera funktionen G.

(i) Ténk pa att nér ekvationen F(y,y’,z) = 0 skrivs om pa formen ovan sa kan det hinda

att vi tappar ekvivalens av olika skél (oftast noll-divisioner). Nér det sker sa kan det
dyka upp andra typer av 16sning. Var forsiktig!

(i) Nar viloser G(y) = H(z) + C for att finna losningen y sa kan det dyka upp bada olika
uttryck for 1sningen y (téink till exempel y? = ...) och krav pa z for att det ska ga att
invertera G(y).

N

Q Exempel
Los ekvationen zyy' = 1 da (a) y(—1) = V2 (b) y(2) = —1.




Losning. Ekvationen ar separabel ty

1
wyy' =1 & yy’ZE, z # 0.

Divisionen med x medfor att vi endast kan ha lésningar for endera x < 0 eller for > 0. Inget
intervall dir en l6sning &r definierad kommer innehalla x = 0. Vi integrerar ekvationen och

finner att )

yy':% & % =C+hlr] & ¢*=2C+Inz?
Detta ér nog det enklaste stillet att bestimma konstanten, sa om y(—1) = v/2 s kommer
2=2C+In(-1)?=2C+mhl1=2C & C=1.
Vidare sa maste
204+nz?>0 & Iz?>-20 & 22> o |z|>e©
ty In &r stréangt vixande. Nu géller att
y?=2C+mn2? < y=4v2C +Ina2

Eftersom y(—1) = v/2 > 0 s maste y = v/2 + Inz? och vi méaste vilja | — oo, —e"![ som
definitionsmingd. Varfor strikt grins vid z = e~!? Fundera éver hur differentialekvationen
annars skulle tolkas med tanke pa definitionen pa derivata (grénsvirdet). Vi soker dessutom (i
denna kurs) alltid en 16sning pa ett dppet intervall.

Om y(2) = —1 sa behover vi vélja > 0 till att borja med. Konstanten bestdmmer vi genom
1
(-1)’=20+In2* & (C= 5~ In2

Eftersom y(2) < 0 sa ges l6sningen av

2
2 > o 1/2+In2 _ 9 —1/2.
4

y=—/1—-2In2+Inz2=—/1+1In
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4 Linjir hogre ordning
Linjéra ekvationer av hogre ordning har formen

an(2)y™(2) + ap 1 (2)y" D (@) + - + a1 (2)y () + ag(2)y(x) = g(x), = €la,b,

dér ag, aq,as, ..., a, och g ar lagom snélla funktioner. Vi kan uttrycka vénsterledet i termer av
en differentialoperator

p(D) = a,(x)D" + a,_1(2)D"* + -+ +a1(z)D + ao().

<>

e

Sats. Samtliga l6sningar till p(D)y = ¢ kan delas upp i tva delar: y = y, + y,, dér den
homogena l6sningen y;, loser ekvationen p(D)y; = 0 och partikuldrlésningen y, dr nagon
16sning till p(D)y, = g.

Det generella fallet &r svart. Lat oss betrakta fallet nér koefficienterna ar konstanta.

4.1 Konstanta koefficienter

Med konstanta koefficienter blir p(D) ett polynom i D. Polynomet p(r) kallas differentialopera-
torns karakteristiska polynom:

p(r) = apr™ + an 17" ar dag = an(r — )™ (r — 1) (1 — )™,

dér my +mg + -+ +my =n och r; #r; da i # j samt r; € C. Detta innebér alltsa att roten r;
har multiplicitet m;.

@ Losningar till homogena ekvationer

Sats. Samtliga l6sningar till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 ges av

yn = q1(z)e™" + qa(x)e™* + -+ - + qi(x)e"*",

dér ¢;(x) ar godtyckliga polynom sa att grad ¢; < m; — 1.

Notera foljande specialfall.
(i) 7; enkelrot (m; =1) = ¢;(x) = A en konstant.
(ii) r; dubbelrot (m; =2) = ¢;(x) = Ax + B polynom av grad 1.
(iii) r; trippelrot (m; =3) =  ¢(x) = A2® + Bz + C polynom av grad 2.
)

(iv) Om r;; = a£4f (om vi har reella koeflicienter) dér r; = 7; dr den konjugerade roten sa ar
C1e"" 4 Coe”® = ** (A cos fx + Bsin fz)

for godtyckliga konstanter A och B. Ar det komplexa multipelrétter ersitts A och B av
polynom av hogre grad.
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Q Exempel
Hitta alla 16sningar till v + 4y + 4y’ = 122" sd att y(0) = 1, ¢'(0) = 0, lim y(x) = 2.

T—00

Losning. Det karakteristiska polynomet ges av
p(r) =7 +4r? +dr =r(r* +4r +4) = r(r +2)%

Roétterna ar alltsa » = 0 och r = —2. Enligt sats ges nu samtliga 16sningar till den homogena
ckvationen p(D)y, = 0 av
yn(7) = C1 + (Cy + Czz)e .

Vi soker nu en partikuldrldsning y,(z). Lamplig ansats dr till exempel y,(z) = z(z)e 2.
Forskjutningsregeln visar nu att
p(D)y, = p(D)(2e7*") = e™*'p(D = 2)z = ¢~**(D — 2)(D — 2+ 2)*z
=e (D —2)2" = e (2" - 22").
Detta uttryck insatt i ekvationen medfor att
p(D)y, =127 & -2 =12
En 16sning z(z) till denna ekvation finner vi genom ansatsen z(z) = Ax?, ty
0—44=12 & A=-3,
sa z = —3z% och y, = —3z%¢ **. Den allménna 15sning till ekvationen ges didrmed enligt

superpositionsprincipen av
y(r) = Oy + (Cy + Csx — 32%)e™ .

Alltsa blir
y'(z) = 6_2“”(—202 — 2052 + 622 4+ Cy — 6:15)

och darmed finner vi att
y(0)=C,+Cy =1 och y'(0)=—2C,+ C3=0.

Vidare ér lim y(z) = Cy = 2,sa Cy = 1—C; = —1 och C3 = 2Cy = —2. De eftersoka losningarna

r—r00
ges ddrmed av

y(z) =2 — (14 2z + 32*)e ™"
Svar: y(z) =2 — (14 2z + 32?)e~2".

Lat oss atervanda till ett exempel fran forra foreldsningen.

N

@ Exempel
Finn alla 16sningar till " + 3" — 6y = 2sin 2.




Lésning. Lat p(r) = r? +r — 6. De homogena l6sningarna ges av
yn(x) = C1e** + Coe™*

eftersom p(r) = 0 har lésningarna r = 2 och r = —3 och faktoriseringen p(r) = (r — 2)(r + 3).
Eftersom sin 2z = Im e%** betraktar vi ekvationen p(D)u = 2¢*®. Vi byter namn pa funktionen
till v for att inte blanda ithop det med y som &r den reella 16sningen vi soker i slutdndan.

For partikuldrldsningen anvinder vi forskjutningssatsen och ansatsen w,(z) = z(z)e*:

p(D) (2(x)e*™) =2e*" < *p(D + 2i)z(x) = 2e**
& p(D+2i)z(x) =2
& (D—242)(D+3+2i)z=2
&  (D*+(1+4i)D — 10+ 2i)z = 2.

Detta ser riktigt bokigt ut men vi soker bara en partikuldrlosning, sa vi ansétter z, = A. Da

1 5
ar (—1 20)A =2, eller A = —— — —1i. Alltsa
ar (—10 + 249) , eller 5%~ 26" tsa,
up(x) = 2p(x)e™* = ~55 ~ 26" (cos 2z + isin 2z)
—cos2z +5sin2x  sin2x + Scos2x
26 26

Vi finner nu var sokta partikulérlésning genom att ta y, = Im wu,(x), vilket stimmer Gverens
med vad vi tog fram ovan med den reella metoden. Observera att vi hiar pa koépet dven far
en partikulérlosning for hogerledet cos 2z (hur?). Detta alternativ bygger pa att ekvationen &r
linjér sa superpositionsprincipen fungerar och vi kan dela upp i real- och imaginérdel.

Det dr absolut inget krav att anvéinda forskjutningsregeln i exemplet ovan. Det gar lika bra att
direkt derivera ansatsen och sétta in i ekvationen. Testa dettal

4.2 Variabla koefficienter

Det generella fallet med variabla koefficienter,

an(2)y"™ (2) + an-1(2)y" V(@) + -+ a(2)y'(2) + ao(2)y(z) = g(a),

innebér att faktorerna fore varje derivata tillats bero pa x. Mycket svart att 16sa i det generella
fallet. Egenskaper som endast har med linjéritet att gora géller fortfarande (superposition och
sa vidare). Daremot ar det svar att karakterisera samtliga homogena 16sningar samt det kan
dven vara svart att hitta nagon partikularlosning.

A

Generellt sett finns det ingen karakteristisk ekvation for fallet med variabla koefficienter.

Vi har ett specialfall dar vi genom en enkel substitution kan transformera ekvationen till en
ekvation med konstanta koefficienter.



L

@ Euler-ekvationer
Ekvationer pa formen

2"y (2) + anaz™ Y (@) + -+ azy () + aoy (@) = g(),

kallas for Euler-ekvationer. Dessa karakteriseras av att varje derivata av ordning £ har
koefficienten a;z*. Denna speciella ekvation kan vi 16sa genom att byta variabel till t = In .
Exempelvis blir da, med z(t) = y(e'),

Y =20, 1) =) - FW), ¥ =) - 321 + 22(0),

och sa vidare till f6ljd av kedjeregeln. Insdattning i differentialekvationen ger nu en ekvation
| for 2 med konstanta koefficienter.

5 Integralekvationer

Vi I6ser i allménhet integralekvationer genom att derivera dessa till den punkten att vi har
en ren differentialekvation istéllet. Innan varje derivering bestdammer vi ett villkor pa y for att
bestdmma integrationskonstanter senare.

A

En integralekvation har en 16sning. Eventuella konstanter maste bestammas.

L

_@. 1
a5 1 2
Lbs/ / y(t)dtdu——y(x):x—x—.
o Ju 4 2

Exempel

Losning. Vi ser att = 0 ger y(0) = 0. Derivering ger att

/ y(t)dt—%y’(x) =1-—uz.

Har ser vi att y/(1) = 0 och ytterligare en derivering visar att
Cy@) - @) =1 & (@) +Ay(z) =4

Linjér ekvation av ordning tva med karakteristiskt polynom p(r) = r? +4 = (r + 24)(r — 2i). De
homogena l6sningarna (pa reell form) ges av

yp = C cos 2z + Cy sin 2.

Vi finner en partikuldrlosning genom ansatsen y, = A som ger att A = 1. Den allménna l6sningen
(till differentialekvationen) ges alltsa av

y(z) = Cy cos 2z + Cysin 2z + 1.

7



Nu maste maste maste vi bestamma konstanterna. Vi ser att
y0)=0 < Ci+1=0 < (C;=-1
och da y'(z) = —2C sin 2z + 2C5 cos 2z sa

sin 2

y(1)=0 <& —2C1sin2+2Cyc082=0 <& (Co=— = —tan?2.

Cos 2

Svar: y(x) = 1 — cos 2z — tan 2 - sin 2.
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