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1 Generaliserade integraler

Vi har stott pa begreppet tidigare nar vi diskuterat Riemannintegraler i foregaende kurs. Denna
gang kommer vi lite mer att fokusera pa fragan om en integral konvergerar eller divergerar. Inte
lika mycket pa vad det exakta vérdet blir. Lat oss borja med att definiera vad vi menar med

en generaliserad integral.

Definition. Lat f vara kontinuerlig pa |a, b[. En integral

/abf(:v)da:

siges vara generaliserad i @ om a = —oo eller om f(x) dr obegrinsad da x — a™, samt
generaliserad 1 b om b = oo eller om f(z) &r obegrinsad da = — b~.

Vi séger helt enkelt att en integral dr generaliserad i en punkt om det uppstar problem med
begrinsningen i punkten. Notera att kravet pa att f &r kontinuerlig pa ]a,b[ dr starkare &n
nodvéndigt. Vi skulle kunna noja oss med att kréva att f &r Riemannintegrabel pa ]a, b[ (eller
mer korrekt pa alla slutna delintervall av |a, b]).

r-\@’- Exempel

7
1
(i) Integralen / — dz dr inte generaliserad.

9 X

5 dx &r generaliserad i +o0.

< 1
(ii) Integralen /
o 1

+x

(iii) Integralen / \/_ dx &r generaliserad i bade —oo och i 0.

Sa hur menar vi da att vi ska hantera generaliserade integraler?



Definition. Om f &r kontinuerlig pa ]a, b[ sa definierar vi den generaliserade integralen enligt

b G t
/af(x)dasz lim/sf@)d:x—l—tlirgl_/c f(x)dx, dir a < ¢ < b,

s—at

om bada grinsvérdena existerar dndligt (oberoende av varandra).

Man kan ganska enkelt visa att valet av ¢ inte paverkar resultatet (varfér?). Vi tar med bada
potentiellt generaliserade punkterna pa en gang, men i fallet att integralen inte &r generaliserad
sammanfaller gransvirdet med den klassiska definitionen pa Riemannintegralen. Detta ligger
ocksa till grund for foljande sats.

<>

e Linjaritet

b b
Sats. Om / f(z) dx och / g(x) dx existerar (som dndliga griansvirden) sa géller for kon-

stanter ¢; och ¢y att

/ab(clf(:v) + cag(2)) dz = ¢ /abf(x) e /abg(x) d.

Nér vi sdger att en generaliserad integral existerar anviander vi ibland begreppet konvergent.

Definition. Om den generaliserade integralen existerar kallar vi den for konvergent. I de fall
dédr nagot av gréansvirdena inte existerar kallar vi integralen for divergent.

Virt att notera ar att en "vanlig” Riemann-integral av en Riemannintegrabel funktion pa ett
intervall [a, b] sjalvklart dr konvergent.

o

Exempel

Undersok om (den generaliserade) integralen / —=dx ar konvergent.
0

N

Losning. Vi borjar med att skissa den area vi kan tolka integralen som.

Y




Integralen ar generaliserad i bade x = 0 och i co. Vi behover alltsa gora tva undersokningar.
Vi borjar med 0 och véljer ¢ = 1:

1
1
/a ﬁdx:[Q\/ﬂi:2—2\/E—>2, da a— 0.

Mot a = 0 gar det alltsa att definiera integralen. Vad hinder i b = oo? Vi undersoker:

b
1 b o
_— = 2 :2 —2 .
/1 \/de [\/5]1 NG — 00, dab—

(e 9]

Alltsa divergerar —— dz och da ar dven hela integralen i fragan divergent. Det racker alltsa
x

1
i det har fallet att underscka den andra biten eftersom den &r divergent. Har man en aning om
att nagot ar divergent bor man borja med den delen.

L

Exempel

oo
Undersok om / cos x dx ar konvergent.
0

Losning. Vi vet hur cosinus ser ut och det &r endast i b = oo integralen &r generaliserad. Utan
att tdnka sa mycket kan vi direkt fran definitionen testa:

b
/ cosx dr = [sinq:]g =sinb— 7, dab— oco.
0

Grénsvérdet saknas alltsa i detta fall i stéllet for att bli odndligt stort. Integralen divergerar
anda.

2 Absolutkonvergens

/A Mer villkorlig konvergens; symmetri

Hér kan man kanske fundera lite 6ver hur arean ér férdelad. Cosinus ér en periodisk funktion
som befinner sig lika mycket ovanfor z-axeln som under, borde da inte den positiva och
negativa arean ta ut varandra och integralen bli noll? Svaret &r "mjaa..” Enligt definitionen
ovan sa ar integralen divergent. Inga tveksamheter alls. Divergent. Vill vi att svaret ska bli
noll (pga av area-argumentet) maste vi definiera begreppet konvergent integral pa nagot annat
sitt. Detta kan goras och man pratar da om (&nnu mer) willkorligt konvergenta integraler.
Cauchys principalvirde ér ett exempel som anvénds pa intervall symmetriska kring = 0:

BT /_ fla)de = lim ( /_ _ i)l / " @) da:) .

Detta griansviarde kan existera dven da integralen inte &r konvergent som vi definierat det
tidigare. Betrakta exempelvis f(z) = 1/z for x # 0.

For att ta bort dessa avarter av mojlig konvergens introducerar vi begreppet absolutkonvergens.



W Absolutkonvergens

b b
Definition. Om / |f(z)|dz < oo kallar vi / f(z) dzx for absolutkonvergent.

Flera saker bor kommenteras angaende denna definition. Vi summerar lite viktiga fakta.

<>

e
b b
(i) Om / |f(z)|dx < oo sa &r / f(z) dz konvergent.
b
< [ 1@l s

/abf(x) dx

(iii) Om f(x) > 0 for a < x < b sa existerar alltid gransvirdena lim f(z)dx

s—at

b
(ii)) Om / f(z) dx &r absolutkonvergent géller

s
t

och lim [ f(z)dz om vi tillater resultatet oco.
t—=b= J.

(iv) Speciellt géller foregaende for |f(z)].

Vi 6verlamnar till boken att bevisa pastaendena

4

b b
Definition. Om f > 0 och / f(z) dx &r divergent skriver vi / f(z)dx = occ.

Detta betyder inte att integralen &r konvergent, utan bara ett kortare sétt att ange att inte-
gralen av en icke-negativ funktion divergerar. Vi kan inte skriva pa detta satt om inte f(z) >0
(téank till exempel pa exemplet med f(x) = cosz vi sag tidigare).

L

@ Exempel

*®sinw
Visa att / dz &r konvergent.
1 x

Losning. Tricket dr att partialintegrera:

b b
L B b CcoS T
/ r lsinzdr = [—x 1cosm}1—/ 3 dz.
1 1

T

Integralen i hogerledet &r absolutkonvergent eftersom

b b b
1 1 1
/‘Cozx‘dxg/—zdx:{——} =1--—1
1 1T x|, b

cosb
da b — oo. Alltsa ér integralen vi startade med konvergent eftersom ——— — cos1 — —cos 1

da b — oo. Man kan ocksa visa att integralen inte dr absolutkonvergent (man blir da tvungen
att analysera lite noggrannare hur x!|sin x| ser ut for 1 < x < c0).

4



3 Jamforelsesatser

CcoS T
Tekniken som anvands ovan for att konstatera att 5

x
anvindbar jamforelseprincip. Lat oss formulera den mer generellt.

ar absolutkonvergent &r en mycket

[

b b
Sats. Om 0 < f(z) < g(x) for a < x < b sa géller / flx)de < / g(x) dx. Speciellt géller
att: ¢ ¢

b
(1) / g(x) dx konvergent = / f(z) dz konvergent.

(ii) / f(x) dx divergent = / x) dx divergent.

N

@ Exempel
.. <]
Ar / n_ dx konvergent?

;8

Losning. Vi vet fran grundkursen att Inx < x—1 for x > 1, sa Inx < x ar ocksa sant for x > 1.
Saledes maste
*“Inx <1
@ 1 X
b

eftersom —dr =1-— i — 1 da b — oo. Vi har nu enligt jimforelsesatsen ovan visat att
1T
integralen i fraga dr konvergent.

\'/

Exempel

Avgor om / dx &r konvergent.
2:02

Losning. Vi ser att for 0 < x < 1:

3Vr 3 13 _3
r+222  Jr+2y/r Jr 14227z

1 1 1
1 3 1
eftersom 1 + 2z > 1. Da vi vet att / —=dz ar konvergent och / —dr = 3/ —dx sa
0 VT 0 VT 0 VT
3T

2

1
/0x+23:2 /—dx<oo

i
foljer det av foregaende sats att / 5 dr dr konvergent. Ofta skriver vi detta lite mer
0 T

kompakt (och slarvigt) som



. 1
eftersom vi vet att —dz < 00.
0

VT

Vi jamfor ofta med uttryck av formen z7¢

, sa foljande exempel dr bra att komma ihag.

N

Q" Vanliga jamforelsefunktioner
Foljande pastaenden géller:

1

(i) — dr < 0o om och endast om o < 1;
0z

(ii) / — dx < oo om och endast om «a > 1.
1z

Beviset av pastaendena ovan handlar bara om att rdkna ut integralerna. Vi ser att om « # 1:

e v l—-a 11—« l—«

1 1 |: xl—a ‘| 1 1 al—a 1

a I—aj,

da a — 0 om och endast om o < 1. Om « > 1 blir den andra termen oéndlig. Vad hénder da
nir a = 17 Vi undersoker:

1
1

/—dac:[ln|3:|]i:—lna—>oo daa— 0"
0 T

Integralen &r alltsa inte konvergent i detta fall.

[o¢]

1 . .

Fallen for / — dz hanteras pa samma sétt. Kortfattat ser vi att
. T

—dx = = —
1 x® 1 1 -« 1l -«

b 1 zl—a b bl—a_l -1
1—a

om och endast om o > 1. Om « = 1 blir det en logaritm analogt med ovan:

b

1
/—dx:[ln|:z:|]li:lnb—>oo da b — oo.
L@

@ Exempel

>~ 3
Integralen / i dx ar divergent eftersom
1 T+ 2v/x

/1 r2i ™) EQr2ve) ” 2/1 7z = oo

Olikheten foljer fran att 1 +2/y/x <3 daz > 1.




4 Jamforelse pa griansviardesform

Man kan dven néja sig med att undersoka hur funktionerna beter sig lokalt kring de generali-
serade punkterna. Mer precist kan vi gora foljande.

B

Sats. Lat f och g vara kontinuerliga funktioner sadana att:

(i) f(z) >0 och g(x) >0, eller f(z) <0 och g(x) <0, pa |a,b];
b b
(ii) / f(x)dz och / g(z) dz ar generaliserade endast i z = b;

. f(=z)
(iii) 0 < mll)rlr)li 7(2) < 00

Da géller att

/ f(z)dz ar konvergent < / x) dz ar konvergent.

Det faktum att grinsvérdet existerar (mojligen lika med oo) foljer for att det &r icke-negativa
funktioner vi arbetar med (eller mer korrekt att funktionerna inte véxlar tecken). Att vi kraver
att gransvirdet for kvoten f/g ligger strikt mellan 0 och oo innebér att f och g beter sig ungefir
likadant nér vi ndrmar oss b. Da forefaller det rimligt att bada integralerna endera konvergerar
eller divergerar. Ett noggrannare bevis aterfinnes i boken.

Pa samma sétt kan vi gora om integralerna endast ar generaliserade i * = a. Om sa &r fallet

och
0 < lim @ < 00
e—at g(x)

sa ér endera bada integralerna konvergenta eller divergenta.

L

N

1
Avgor om / 1/ v sm —— dz &r konvergent.

/T

Exempel

1/x

Losning. Eftersom x > 0 vet vi att e/* > 1 sa den forsta faktorn i integranden &r negativ

1
medan for stora  kommer sin — att vara positiv. Vi Maclaurinutvecklar (i variabeln ¢t = 1/z
x

respektive s = 1/4/x) och ser att

i (1o () (G vol2)
e
7



Vi jamfor med — som dr negativ (men sa linge f och g har samma tecken gar allt bra i

23/2
satsen ovan) och ser att
(1 — el/x) sin == 1
v .
YT —1—1—0(;)—)1, daz — o
< —1
och saledes konvergerar integralen i fraga om och endast om / -y dx konvergerar. Svaret ar
LT

alltsa konvergent eftersom den sista integralen dr kidnt konvergent (se jamforelsefunktionerna
ovan).

N

Exempel

"In(1
Avgor om / M dx ar konvergent.
0 x\/T

Losning. Eftersom x > 0 vet vi att In(1 4+ /x) > 0 sa integranden &r positiv. Integralen &r
generaliserad i x = 0 sa vi Maclaurinutvecklar fér att se hur beteendet ser ut:

ln(1+\/5)_\/§+0(x)_1+0( 1 )

N N N

Det dominerande beteendet ges alltsa av 1/ sa vi jamfoér med denna funktion:

ln(l—l-\/f) .I’_ o +
T.I_1+O(\/E)—>1, daxz—0".

1
1

Saledes &r integralen i fraga konvergent om och endast om / —dx ar konvergent. Vi vet att
0 T

In(1 + /)

1
denna integral &r divergent sa / ———~ dx ar divergent.
0

NG
5 Sammanfattning

Uppgifter av typen ovan brukar vara trakig ldsning vid rédttning. Det &r missuppfattningar
om vad som &r forutsédttningar och foljder, slarv med att precisera att krav ar uppfyllda samt
missforstand om vad jamforelsesatserna egentligen sidger. Ett forslag pa 16sningsgang nér det
géller jamforelsesatsen pa griansvirdesform foljer.

Yo Forslag pa 16sningsgang
1. Dela upp integralen sa att varje delintegral ar generaliserad i hogst en punkt. Betrakta
sedan en integral i taget.

b
2. Antag att f(z) dzx endast &r generaliserad i z = a. Identifiera hur integranden beter

a
sig ndra x = a (den punkt integralen &r generaliserad i). Anvind Maclaurinutvecklingar,
uppskattningar eller gissningar. Vi ska visa i nésta steg att valet ar vettigt.

3. Konstatera att f(x) inte haller pa att véxla tecken nira x = a.

4. Antag att vi tycker f(z) beter sig som ¢(z) nir x =~ a. Typiskt hér ar att vi skri-




ver f(z) = Mg(:z:) Vi visar sen att om lim @) = Lsaska 0 < L < oo gilla
g(x) a—at g(z)

(om f(x) dr positiv nira = a). Blir L = 0 har vi valt g(x) sa att g(z) véixer betydligt

snabbare dn f(x). Far vi L = oo sa véxer g(z) alldeles for langsamt. Det dr alltsa

viktigt att konstatera att 0 < L < oo.

b
. Avgor konvergens for [ = g(x) dzx. Om integralen blir for komplicerad kanske det

a
finns béttre val for g(x). Konstatera om integralen &r konvergent eller divergent.

b
. Hanvisa till jamforelsesatsen pa gransvardesform och dra slutsatsen att / f(z)dx ar
a

b
konvergent precis da / g(x) dx ar konvergent (vilket vi precis undersokte).
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