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1 Generaliserade integraler

Paminn er om f6ljande definition. Om f &r kontinuerlig pa ]a, b[ sa definierar vi den generaliserade
integralen enligt

b c t

/ f(z)dr = lim / f(z)dx+ lim [ f(z)dz, dér a < c <D,
a s—at [ t—b= J.

om bada griansvirdena existerar dndligt (oberoende av varandra). I fallet da bada griansvirdena

existerar kallar vi integralen for konvergent, annars divergent.
b

|f(z)] dx < oo kallar vi / f(z) dx for absolutkonvergent. Notera att en absolutkon-

< [@ia

For att avgora konvergens anvénder vi ofta jamforelsesatser.

Vergerclbt integral alltid ar konverggnt och att

x)dx

1.1 Jamforelsesatser

’
e
b b
Sats. Om 0 < f(z) < g(x) for a < x < b sa géller / flz)dx < / g(x) dz.

b
(1) / g(x) dx konvergent = / f(z) dz konvergent.

(ii) / f(x) dx divergent = / x) dx divergent.




B

Sats. Lat f och g vara icke-negativa kontinuerliga funktioner sadana att:
b b
(i) / f(x) dx och / g(z) dz ar generaliserade endast i z = b;

. . [f(z)
(i) 0 < mll)rlr)li 72) < 00.

Da géller att

b b
/ f(z)dz ar konvergent < / g(x) dz &r konvergent.

Generalisering i x = a istéllet fungerar analogt, men se till att endast en punkt &r generaliserad
i taget. Dela upp integralen annars. For att anvinda dessa satser dr det anvindbart att ha
nagot enkelt att jamfora med.

Vanliga jamforelsefunktioner

1
1

(i) — dr < 00 om och endast om o < 1;
0 Z

(ii) / — dx < oo om och endast om a > 1.
TG

Givetvis gar det bra att jamféra med nagot mer komplicerat, &ven om analysen av / g(x)dx

da blir mer komplicerad.

- Exempel

0o Sin <\/L5> arctan x

Konvergerar integralen / dx? Motivera noggrant.

0 z4/In(1 + z)

Losning. Eftersom integralen &ér generaliserad bade i 0 och oo sa delar vi upp i tva delar:

1 sin (\%) arctan x oo Sin (\%) arctan x
dr + d
/o xy/In(1 + ) ! /1 zy/In(1 + ) !

Vi borjar med att undersoka integralen pa [0, 1]. For z €]0, 1] géller att

1

sin <\/_E> arctanx _ 1 arctan 1

zy/In(1 + x) Ve ooxo e lIn(l+ 1)

Nu vet vi att z7'arctanz — 1 och 27 'In(1+z) =+ 1 da z — 0, sa

arctan x 1
m =1.

z—0+ X 1 ln(l +QJ)

2




1 arctan x 1
Lat darfor g(xr) = — och f(x) = g(x for x > 0. Da ar f,g > 0
o) = 7z o @) = g0) T e .9
for z > 0 och bade f och ¢ ar kontinuerliga for x > 0. Vidare visade vi ovan att
@) —1€]0,00[ da z — 0T,
9()

sa enligt jamforelsesatsen pa griansvardesform foljer det att

/1 sin (\}) arctan x
dx
0

In(1 + )

1
1
kommer vara absolutkonvergent eftersom vi vet att / T dxr < oo.
0 VT

Vi undersoker nu integralen pa [1, oo[. Vi skriver

sin (\}) arctan x <\% + O (a:3_1/2)) arctan x
fla) = zy/In(1 + ) N z+/In(1+ )

xﬁm (1 +0 (%)) arctan x

1
sa vi later g(z) = for > 0. Da géller att

32y /In(1 + x)

flx) _ 1 T
g_m)_ 1+O m arctanx—)E, dax—>oo.

Eftersom f och g ar kontinuerliga och icke-negativa pa |1, 00[ samt att gransvirdet mot oo
oo

for f/g ar g €]0, oo[ sa foljer det fran jamforelsesatsen pa griansvirdesform att / f(z)dx ar

konvergent om och endast om / x) dz ar konvergent. Vi undersoker denna integral:

OO 1
dz
/1 32, /In(1 + x) \/ln / 333/2

eftersom In(1 + x) > In2 for x > 1. Den sista integralen dr kdnd som konvergent (o = 3/2 &r
storre én 1).

Svar. Konvergent!

2 Numeriska Serier

Om ay, k=0,1,2,... ar en talfoljd definierar vi serien s enligt

n
= g ar = lim g ag
n—o0
k=0

w



i de fall da detta griansvérde existerar. Vi kallar s,, = Z ay, for delsummor av Z ay. Analogt

k=0 k=0
med integraler (manga resultat har en motsvarighet men inte alla sa var forsiktig) kallar vi en
o0
serie for absolutkonvergent om Z |ag| dr konvergent.
k=0

Ett mycket anvandbart resultat ar divergenstestet. Mark vél att det endast &r en implikation. Det
finns gatt om fall dér termerna gar mot noll men serien fortfarande &r divergent (tex ap = 1/k).

<>

g Divergenstestet

Sats. Om lim a; # 0 sa &r Zak divergent.
k—o0 —

L

Vanliga serier

> 1
(i) Den geometriska serien E q -

k=0

om och endast om |¢| < 1. Annars divergent.

= 1
(ii)zk—a<oo & a>1.
k=1

, Oo

Sats. Om 0 < a;, < b, for alla k sa ar Z ay, < Z by. Speciellt géller att
k=0 k=0

(i) Z bi konvergent = Z ar, konvergent,

k=0 k=0
(ii) Z ar divergent = Z by divergent.
k=0 k=0
@ Cauchys integralkriterium

Sats. Om f(z) > 0 &r en avtagande funktion for > 1 sa géller att

d fk)<oo & /loof(x)dx<oo.

k=1




L

@ Exempel

=1 1
Visa att Zp<ﬁ

k=11

Lésning. Eftersom funktionen f(x) = 1/z? dr positiv och striingt avtagande for z > 1, sa

kommer
"1 ] 11" 1 1 1
—< | —dz=|--] =——-Z< =
25 /mex {x}m 10 n—10

k=11

for alla n > 10. Saledes kommer delsummorna i den positiva serien att vara uppat begréinsade,
sa serien ar konvergent och dess virde dr begriansat av

k2 10
k=11

B

Sats. Om a; > 0 och b, > 0 samt

. a
0<hm—k<oo
k—)ook

sa géller att

o o0
Zak <o & Z by < .
k=1 k=1




@ Rot- och kvotkriteriet
(0.)
Sats. Om @ = limy_,o |ax|"* eller Q = limy_o |ags1/ax| existerar s& &r Z ay absolutkon-
k=0
vergent om () < 1 och divergent om @) > 1.
@ Leibniz sats
[o.¢]
Sats. Om Z ay ar en serie sadana att
k=1
(i) serien &r alternerande sa att ajy1 = —ay for alla k som det summeras 6ver,

(ii) seriens termer gar mot noll: ay — 0,
(iii) absolutbeloppet av seriens termer avtar monotont: |ag| > |agi1| > |agie] > -+ -,

sa ar serien konvergent. En serie som uppfyller dessa krav uppfyller dven att

e}

>

k=n+1

S Ian-i-ll'

3 Potensserier

Dessa definieras som

o
E ckxk:co+clx+cgw2+ch3+---
k=0

for de = dér detta uttryck har mening (dvs serien konvergerar).
o

Varje potensserie f(x) = g cra® har en maximal konvergensradie R sa att serien &r absolut-

k=0
konvergent da |z| < R och divergent da |z| > R. Vidare giller att f kan deriveras kontinuerligt
odndligt manga ganger pa | — R, R[ och att

1o S k—1 ’ _ G k+1
f(x)—kz:;kckx samt /Of(t)dt—zk+1x ,

k=0

dér dessa potensserier har samma konvergensradie R.

5% Exempel
For vilka x € R konvergerar - ?
~ 8*Ink




Losning. Vi borjar med att bestdmma konvergensradien R for serien. Eftersom

Ve !wl ’ L nnk \x| ’
_= (7) eig nin — <7) ; dé k — OO,

sa dr serien enligt rotkriteriet absolutkonvergent da

3
<%> <l & |z|<2

och divergent om x > 2 eller x < —2. Kvar att undersoka ar punkterna x = +2. Om z = 2 ges
serien av

xSk

8 In k

— 2% = 1
2 8hlnk 2 Ink
k=2 k=2
som &r divergent eftersom Ink < k och den harmoniska serien &r divergent. Om x = —2 kan
serien uttryckas
Sk Ink Ink
k=2 k=2

Eftersom termerna i denna serie avtar mot noll, dvs 1/In(k+1) < 1/Ink och 1/Ink — 0, samt
att serien &r alternerande, féljer det att serien ar konvergent enligt Leibniz kriterium.
Svar: -2 <zx < 2.

4 DE med potensserieansats

Vi kan dven anvénda en potensserieansats for att hitta l1osningar till linjara differentialekvationer.
Atminstone kan vi finna de l6sningar som kan representeras som en potensserie.

L

@ Exempel
Los ekvationen 3’ — 2xy = 1, y(0) = 0, med potensserieansats. I svaret skall anges (minst) fyra

nollskilda koefficienter, rekursionsformeln for seriens koefficienter och potensseriens konver-
gensradie.

Losning. Vi ansétter en potensserie

med konvergensradie R > 0. Da giller att

y'(x) = Z cpkaF Tt = Z Crp1(k+ 1)a”
k=1 k=0

samt

2xy(x) = Z 2ttt = Z 212"
k=0 k=1

7



Alltsa maste .
1=y —2zy=1c; + Z (chpr (kB +1) — 2c4_y) 2.
k=1
Eftersom koefficienterna dr entydiga sa innebéar detta att ¢; = 1 samt att

2051

Ck+1(l€ + 1) —2¢,1=0 < Ckt+1 = k‘——l—17

k=1,23,...

Villkoret att y(0) = 0 ger att ¢o = 0, vilket resulterar i att

02204206:"':0.
For udda index ser vi att
C1 = 1
261 2
Cqg = — = —
573 73
203 22
Crp = — = ——
>~ 5 3.5
205 23
Cr = — =
T 7 T 3.5.7
2k
Cop41 =

357 (2k+1)

Svaret ges alltsa av serien
oo o
_ k_ 2%+1
y(zr) = g R’ = E Coki1T
k=0 k=0

da de jamna termerna forsvinner. Hér &r ¢y 1 koefficienterna vi bestdamde ovan. Konvergensradien
kan vi enklast finna medelst kvottestet:

2(k+1)+1
Co(k41)+1T (k+1) | C2k+3 |x|2 B |x|2 -0
- - )
Cgk+1£L‘2k+1 Cok+1 2k + 3
dar vi anvande rekursionsformeln
Ck+1 2
Ck—1 k+1

som vi hérledde ovan. Konvergensradien ar saledes odndlig.
S () +2x3+4x5+8x7+ A
var: y(r) =4+ — 4+ — + —+ -+ = 0.
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