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1 Kurvlingd

Vi borjar med att betrakta situationen da en kurva i planet ges pa parameterform: (x(t),y()).
Detta innebér att bade z- och y-koordinaterna simultant uttrycks som funktioner av nagon
parameter ¢ som varierar i ett intervall. Till exempel skulle z(¢) = cost och y(t) = sint, dér
vi later 0 < t < 2, beskriva cirkeln 22 + y? = 1. Pa detta siitt kan vi dven fa med fallet da
en kurva inte kan uttryckas som en funktion y = f(x). Exempelvis kan kurvan som bestams
avx = 16sin®t och y = 13 cost —5cos 2t —2 cos 3t —cos 4t med 0 < t < 27 ritas enligt foljande’.

Y L =~ 102.17 l.e.

Att beskriva detta som ett funktionssamband y = f(x) forefaller ganska omgjligt. Omvént
dédremot, om vi utgar fran en funktion kan vi alltid skapa en parameterframstéllning.

@ Parameterform for en funktionskurva

Om kurvan vi &ér intresserad av ges av en funktion f pa ett intervall [a,b], i.e., y = f(x)
for a < x < b, sa kan vi beskriva detta pa parameterform genom att till exempel vilja z =t
och y = f(t),ddr a <t <b.

'En dodskalle visade sig vara for svar att beskriva matematiskt...



An sa linge har vi egentligen inte stéllt nagra krav pa ingaende funktioner, men for att pa nagot
(enkelt) satt kunna definiera vad vi menar med kurvléingd kommer vi att kriava att funktionerna
ar kontinuerligt deriverbara (dvs f ar deriverbar och f &r kontinuerlig). Vi brukar sammanfatta
detta villkor genom att siiga att f € C'([a,b]). Vi antar underforstatt att detta giller om inget
annat anges.

e
Sats. Om = € C'([a,b]) och y € C*([a,b]) sa ges lingden av kurvan (z(t),y(t)) for de ¢
dira <t <b, av
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Vi skissar beviset lite informellt bara for att se att det verkar rimligt; det finns ett mer precist
bevis i kursboken. Vi ritar en figur och funderar 6éver hur vi kan approximera léngden av en
liten del av kurvan. Lat At > 0 vara ett litet tal och 1at 7(¢) = (z(t),y(¢)) € R?. Vi har foljande
principfigur:

As
) 7(t + At)

Da ér det lilla bagelementet As ~ [ om At &r litet och kurvan glatt (ges av deriverbar funktion).
Léangden [ i sin tur kan vi berédkna genom

[ =7t + At) —7(t)|
= (@t + At) — 2(1)) + (y(t + At) — y(t))?

:\/(az(HAAti—x(t)) +(y(t+AAti—y(t)) At s IO T WO R i

da At — 0. Vi viljer nu att kalla det sista uttrycket for bagelementet ds. Med andra ord, vi
definierar

ds = \/(2/(t))? + (y'(t)) dt.
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@ Exempel
Rakna ut omkretsen for en cirkel med radie R.




Losning. Vi vet redan svaret, men vi anviander satsen ovan for att illustrera. Lampligen repre-
senterar vi cirkeln som z(t) = Rcost och y(t) = Rsint for 0 < t < 27. Detta dr ett sitt att
parametrisera cirkeln pa. Eftersom ingaende funktioner ér snélla erhaller vi da kurvlédngden

L= \/ x(t '(t))2dt = \/ —Rsint)? + (Rcost)?dt
0 0

27
= / |R|V/sin®t + cos?t dt

0
2T
= R/ dt = 27 R,
0

eftersom |R| = R da R > 0.

Ovanstaende &r ett specialfall for kurvlingd da vi anvéander poldra koordinater. Mer generellt
later vi radien vara en given funktion r = h(t), sa z(t) = r(t) cost och y(t) = r(t)sint. Satsen
ovan implicerar att ds = \/h(t)? + /()% dt (visa det). Lat oss sammanfatta detta anvindbara
resultat.

@ Kurvlangd i polidra koordinater

Om en kurva I ges i polédra koordinater, x = rcost och y = rsint, dér r = h(t) fora <t <
och h &r kontinuerlig, sa kan langden av I' berdknas enligt

/ Vh(t) ))2 dt.
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@ Kurvlingd av en funktionskurva

Om vi &r intresserade av lingden av kurvan y = f(z), a < z < b, kan vi enkelt stélla upp
uttrycket for detta genom att parametrisera som i exemplet tidigare: z(t) = t och y(t) = f(¢).
Da ar 2/(t) = 1 och ¢/(t) = f'(t) och langden ges av
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Rent konkret blir kalkylerna ofta ganska jobbiga eftersom integranden innehaller kvadratrotter
av andragradsuttryck. Som tur 4r behandlades manga sadana situationer i envariabel-ettan!

@ Exempel

Rékna ut lingden av kurvan y = 22 for 0 < z < 1.




Lésning. Vi ser att kurvan ges av en C'-funktion och att y = f(x) med f(z) = 2. Da ges
alltsa kurvlangden av
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dar vi utnyttjat vilkdnd (naja..) primitiv funktion till ——=. Eftersom vi far tillbaka inte-
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gralen med "ratt” tecken har vi nu

! = 254+ In(2+ V5)
/0\/1+(2x) dx = 1 :

/8 Definition av kurvlingd

Om f € C' kan man definiera lingden L av en kurva direkt med (x) ovan, men observera att
vi inte direkt kan anvinda satsen som definition av kurvlangd for alla kurvor. Betrakta till
exempel fallet da f(z) = |z|. Som bekant &r f inte deriverbar i origo och dérmed fungerar
inte satsen som formulerad. Men vi vet ocksa att man kan dela upp Riemannintegraler i tva
delar och darmed kunna rikna ut langden av kurvan pa varje del och summera dessa. Detta

fungerar &ven om vi har manga fler punkter dir f inte finns (atminstone sa linge detta &r
ett dndligt antal). Vad hénder sen?

Ett exempel pa en kurva dir det gar at skogen att rdkna ut langden &r Kochs snoéflinga. Man
startar med en liksidig triangel och delar sedan varje sida i tre delar och ersétter den mittersta
med en ny liksidig triangel. Processen upprepas pa alla nya linjesegment om och om igen
odandligt manga ganger. Den kurva som uppstar visar sig inte ha nagon parametrisering som

ar deriverbar i en enda punkt! Hur ska vi definiera lingden av en sadan kurva? Vi ritar de sex
forsta stegen.
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Faktum &r att L = oo dr den enda rimliga definitionen. Varfor? Lat L,, vara kurvldangden for
iteration n och antag att kantlingden i den forsta triangeln &r 1. Da &r L; = 3. Nar n = 2
far varje linjesegment langden 1/3 och varje sida ger upphov till 4 nya kanter. Saledes blir

kurvldngden nir n = 2 inget annat &n Ly = 3 -4 - 3= 4. Nér n = k finns det 3 - 4% kanter,

var och en av dessa har lingden 37%. Alltsa ges den totala kurvlingden L, for iteration k av
A\ F
precis Ly =3-4F.37%F =3 (g) . Nir n — oo ar det saledes tydligt att L, — oo.

Vad blir arean som innesluts av kurvan? Ar fragan rimlig? Vid iteration k — 1 finns 3 - 4!
37F.373

kanter, s& vid iteration k ldggs det till 3 - 4*~! trianglar, var och en med arean 1

Saledes blir totala arean A,, vid iteration n (med n > 2)

An=A1+nzi3-4k_19 k\/_ \/_ 3\/_n2(9>k:£+£‘1—(4/9)”_1

4 4 9 4 12 1—-4/9
\/_ 3\/_ 4 n—1 2\/_ )
=— 4+ —= = —+ ——, dan — oc.
4 20 9 5

En rimlig tolkning pa arean som omsluts av snéflingan ér alltsa 24/3/5.

2 Plan area

Om g(z) > f(z) pa ett intervall [a, b] sa ges arean A mellan f och g av

A= / (9(z) — f(2)) da

under forutsidttning att funktionerna ar tillriackligt snélla. Omradet vars area vi dr intresserade
avir D={(z,y) e R?*:a <z <b, f(zr)<y<gx)}

>
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@ Exempel

Rékna ut arean mellan y = cosz och y = sinz, 0 <z < 7/4.

Losning. Arean ges av

w/4
A:/ (cosx —sinz) dox = [sinx+cosx}g/4=\/§—1
0

vilket &r positivt sa svaret dr inte helt orimligt. Vi bor dven kontrollera att cosz > sinz
for 0 < x < 7/4. En figur visar tydligt hur situationen ser ut, och hér &r alltsa den skuggade

arean lika med v/2 — 1 ~ 0.41 areaenheter.
Y
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2.1 Area i polidra koordinater

Polédra koordinater &r anvédndbara i situationer da vi har lattare att beskriva hur langt fran
origo nagot befinner sig &n att precisera hur variation ser ut direkt i z- och y-koordinater. Vi
har som bekant x = r cos ¢ och y = rsin ¢ och kan da betrakta omraden som ges pa formen

D ={(x,y) eR*: 0 <7 < h(p), a < < B}

déar h(y) dr nagon kontinuerlig funktion och o < 5. Vi skissar hur situationen ser ut.
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T = h(p)

dA

Arean av detta omrade kan beridknas enligt féljande:

_ [P )’
A(D) /a Td(p.

Motiveringen till areaformeln kommer fran att vi kan betrakta ett litet areaelement vid vinkeln ¢

enligt
de  h(p)?
dA = 7th(p)? - =~ =
Th(p)” - 5 5 4

eftersom det &r en del av en disk med radien h(y). Vi summerar dessa areaclement och erhaller
formeln ovan.

¥

3 Volym

Bade rotationsarea- och rotationsvolymsberidkningar hor egentligen hemma i en flervariabelana-
lyskurs, men pa grund av rotationssymmetrin kan vi ofta reducera area- och volymberakningar
till ett fall med bara en variabel. Mycket av kommande formler &r lite "handviftande” men visar
anda pa hur kraftfulla verktyg integral- och differentialkalkyl ér.

3.1 Rotationsvolym via skivor

Vi boérjar med att beskriva det som brukar kallas skivformeln. Vi betraktar en icke-negativ
funktion f(x) och later omradet

D={(r,y) eR*: 0<y < f(z), a <z <b}

rotera ett varv kring z-axeln. For varje virde z € [a,b] uppstar da en disk (skiva) med
area A(x) = mf(z)? eftersom radien for disken ges av funktionsvirdet i punkten x: 7 = f(x).
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Vi multiplicerar med dz for att fa en infinitesimal cylinder (hojden &r alltsa dz) som har voly-
men dV = A(z) dx = 7 f(x)? dr. Vi summerar dessa och erhaller da den sa kallade skivformeln:

V:/ade:w/abf(:c)zd:c.

<>

Ll Skivformeln
Sats. Om f(z) > 0 &r kontinuerlig sa ges volymen V' som uppstar da omradet

D={(z,y) eR*:0<y < f(z), a<z < b}

roterar ett varv kring x-axeln av

V= ﬂ/abf(x)de.

Vi bevisar inte satsen utan nojer oss med argumentet ovan. En principskiss visar ocksa hur vi
summerar sma skivor for att fa hela volymen. Formeln &ar dven kénd som brodskiveformeln.
Varfor tror du formeln fatt det namnet?

N

Q" Exempel

Berikna volymen av den kropp som uppstar da omradet som begrinsas av kurvan y = 3z — 22
och z-axeln roteras ett varv kring x-axeln.




Losning. Kurvan y = 3x — 22 skiir x-axeln da 3z — 2% = 0, vilket sker precis da = 0 och z = 3.
For 0 < o < 3 ér 3z — 22 > 0, sa volymen vi soker ges av

3 3 4 573 6
7r/(3x—x2)2d:c:7r/(9x2—6x3+x4)dx:7r 3x3—3i+x— =7 81—3— :
0 0 2 51, 10

Man bor se till att detta uttryck atminstone &r positivt (varfor?). En figur &r ocksa pa sin plats:

Y

3x—x2<

[l
r xtdz ZI))U z

Vi kan dven ta hénsyn till ihaligheter i rotationskroppen som i féljande exempel.

N

¢ Exempel

Bestém volymen da omradet 0 < z < 3, 0 <y < 22, roterar ett varv kring y = —2.

Losning. Det vanligaste felet dr att man missar att det dr en viss specifik yta som roterar
runt en axel, inte omradet mellan en kurva och rotationsaxeln. De cylindrar som uppstar (med
hojd dz) d&r INTE homogena utan har ett halrum. Vi skissar hur situationen ser ut i planet:
Y
y==x
Ett tvarsnitt vid x:

Saledes kommer volymen att ges av

3 5 3 3
4 243 423
7r/(x2+2)2d$—7r-22-3:7r T g —12)=a( 2236+ 12-12) = 28,
0 5 3 . 5 5

dar vi helt enkelt dragit bort volymen av den ihaliga cylindern med radie 2 och héjd 3.
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@ Exempel

Berikna volymen av ett klot med radie v/2 déir vi skir ut en cylinder med radie 1 som har
r-axeln som sin symmetriaxel.

Losning. Vi tinker oss att klotet uppstar vid rotation av disken 22 + 3? < 2 kring z-axeln.
Cylindern uppstar nér vi roterar omradet mellan y = 1 och z-axeln kring z-axeln. Cylindern far
odndlig volym sa hur reder vi ut hur mycket som ligger i klotet? Ett sétt &r skissa situationen.

Y

— -

Kurvan x? 4 3? = 2 skiir linjen y = 1 precis da # = £1. Vi ser da att skivformeln med en undre
grans y = 1 istéllet for y = 0 (z-axeln) ger att den eftersokta volymen blir

1 1
4
V:ﬂ'/ (\/2—x22—12)dx:7r/ (1—:132)dx:—§_

/-‘ Rotation kring axlar parallella med xz-axeln
Vi kan rotera kring en linje y = ¢ i stéllet for kring x-axeln om vi kréaver att f(x) > ¢. Det

enda som &ndras dr radien eftersom det nu &r relativt ¥y = ¢ och inte y = 0, sa skivformeln
far utseendet

nf (F(z) - o de.

Samma formel giller om f(x) < c. Det viktiga ar att vi ligger pa ena sidan av rotationsaxeln.

3.2 Rotationsvolym via cylindrar

Om vi vill rotera kring y-axeln i stéllet dr det ofta enklast att géra med "rorformeln.” Vi
betraktar samma omrade D = {(z,y) € R?* : 0 < y < f(z), a < z < b} med tilligget
att @ > 0 (sa hela omradet dr pa ena sidan av rotationsaxeln). Vid ett fixt = € [a,b] ténker
vi oss en cylinder med héjden f(z) och radien x. Detta ger mantelarean M (z) = 27wz f(x). Vi
multiplicerar med en liten tjocklek for att fa ett volymselement dV = M(z)dx = 2wz f(x) dx.
Vi summerar dessa volymelement och erhaller da den sa kallade cylinderformeln:

V:/ade:/abM(a:)dx:%r/ba:f(:p)dx.

a
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@ Cylinderformeln
Sats. Lat a > 0 och f(x) > 0. Volymen V' som uppstar da omradet
D={(z,y) eR*:0<y < f(z), a <z <b}

roteras ett varv kring y-axeln ges av

V:27r/bxf(:v)dx

Vi forsoker skissa situationen.

L

@ Exempel
Berikna rotationsvolymen som uppstar da omradet som begrénsas av kurvan y = 3/x, z-axeln
och 1 <z <4, roteras ett varv kring y-axeln.

Losning.

For givet x € [1,4] ar radien for var cylinder x
(avstandet till y-axeln) och hojden ges av 3/x.
Alltsa dr mantelarean 27(3/x)x = 67 och vart
volymselement blir helt enkelt 67rdz. Alterna-
tivt direkt via rorformeln: y=3/z

4 3 4
27r/ x—dx:27r/ 3dx = 18m.
1z 1 r

T x+dr

/’ Rotation kring axlar parallella med y-axeln

Det ar inget magiskt med y-axeln, utan rotation kan ske kring vilken linje = ¢ som helst
utan storre modifikation. Det enda som &ndras ér kravet att @ > 0 byts ut mot att a > ¢ och
att radien for vara cylindrar nu ges av r = x — ¢, eller att b < c och r = ¢ — .
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@ Exempel
Berikna rotationsvolymen som uppstar da omradet som begrinsas av kurvan y = 3/, z-axeln
och 1 < x <4, roteras ett varv kring (a) linjen z = 1 (b) linjen = = 5.

Losning. Situationen &r vildigt snarlik foregaende exempel.
(a) For givet € [1,4] ar radien for var cy-
linder x — 1 (avstandet till rotationsaxeln) och
hojden ges av 3/x. Rorformeln ger nu att voly-
men ges av

4 4 :

27‘(‘/(.’[—1)§d1':27(‘/ (3—§) dx :
1 T 1 xz :

— 67 [z — In|z|)* s

=67 (3—2In2). i

Observera att denna volym &r strikt mindre dn
volymen i forra exemplet. Precis som sig bor.

(b) Nu befinner vi oss pa andra sidan rotations- 7
axeln, och "radien” for rotationen ges da istéllet
av r =5 — z. Salunda,

4 |
3 |
V:27T/(5—x)—dx:27r(151n3—9). =3 !
. T Y /x C ! ﬁ
Volymen &r atminstone storre en mnoll (ef- E
tersom In3 > 1) sa inget direkt orimligt. o rtda e L o
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