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1 Maclaurin- och Taylorutvecklingar

Lér er de s.k. standardutvecklingarna (f6r e*, cosz etc) och dven "formeln” som géller for alla
snélla funktioner kring godtycklig punkt = = a:

f(@) = pn(z) + ()

(g
= f(a) + f'(a)(z — a) /"(a)

n!

R0)

5 (x —a)" +O((z — a)"™).

(z—a)*+-+

Har ar p,(z) Taylorpolynomet av ordning n (med grad < n) och resten r(z) pa ordo-form.
Med a = 0 erhaller vi Maclaurinutvecklingen. Om Taylorutveckling kring = = a sokes, forsok
introducera en variabel t =  —a sa att t = 0 da x ~ a. Skriv om f(x) i variabeln ¢ och utveckla
m.a.p. ¢t (anvind girna elementidra Maclaurinutvecklingar hér).

1.1 Tillampningar med rest pa ordo-form

e Se till att du behérskar ordo-kalkyl. Principfel i hanteringen av ordo-termer kan aldrig ge
godkanda uppgifter.

e Hitta utvecklingar genom ansatser, t ex genom att ansétta tan z = a;z+azz®+asz®+0(z")
(tan dr udda) och utnyttja utvecklingar for sinz och cosx samt att cosx - tanx = sinx
alternativt utvecklingen for arctan x samt att arctan(tanz) = z.

e Grénsvirden for kvoter: lin% M Utveckla f(z) och g(z) och ange resten pa ordo-form.
xT— i

Borja med ndmnaren och utveckla sedan téljaren sa du kommer "forbi” forsta termen i
namnaren.

e Grinsvirden mot nagon oéndlighet, ofta lim ( flx) — g(x)) Bryt ut det som dominerar
T—r00

och hitta nya variabler som gar mot noll da x — oo (tex t = 1/x). Observera att det gar
bra att ha olika variabler i olika delar av uttrycken sa linge man byter tillbaka till z innan
gransvardet rdknas ut.

e Anpassa mot polynom, speciellt for att hitta asymptoter eller annat beteende mot oénd-
ligheten. Till exempel hitta a och b sa lim (\/ 1+2% —ax — b) = 0. Bryt ut det som

T—00
dominerar ur roten och Maclaurinutveckla i ny variabel!
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e Avgora om stationéra punkter dr maximum eller minimum. Utveckla funktionen och
studera beteendet som dominerar. Vad hidnder nidr man flyttar sig lite fran den stationira
punkten? Tink cosz = 1 — 22/2 + O(2*) = 1 — 2%(1/2 + O(2%)). Om man flyttar sig
lite fran @ = 0 blir tillskottet negativt eftersom 1/2 dominerar O(z?) i parentesen. En
maxpunkt alltsal

1.2 Restterm pa Lagranges form

Uppskatta fel i Maclaurinutvecklingar (eller Taylor) i andra punkter &n bara véldigt néira en
viss punkt (origo). Om f € C™"*! nira r = a giller att

f(x) = pn(z) + ()

— f@) 4 F@—a)+ D a4 1@

2

Fr(E)
(n+1)!

(r—a

for nagot € mellan a och z. Notera att  beror pa x (samt &ven a och n). Nytt z ger nytt &, sa
var forsiktigt med hanteringen och uppskatta helst bort allt £&-beroende i uttrycket nér nagot
ska goras.

Vanliga exempel pa anvindningsomraden:

1
e Funktionsvérden i en viss punkt, ex. cos T

e Visa olikheter som exempelvis att |sinz — (z — 2°/3!)| < |z|°/120.

e Uppskatta numeriskt virde pa integral dér vi inte har nagon kénd primitiv funktion:
utveckla integranden och uppskatta felet 6ver hela integrationsomradet. Polynomet &r
enkelt att integrera och med tillrackligt manga termer &r felet litet!

2 Generaliserade integraler

e Om 0 < f(x) < g(z) giller att

bg(l’)dx<oo = bf(q:)dx<oo
/ /

och ) )
/ flx)dr =00 = / g(x)dx =
e Om f,g > 0, alla integraler endast &r generaliserade i x = b och 0 < lirgl % < oo giller
z—b— g\
att

/f Jdr < oo & / x)dr < o0o.

Vid anvéndning: bryt ut det som dominerar i f(x) nidra x = b och rikna ut gransvirdet

for 7det som blir over:” , \ f()
T
[, gerde= | ot e

Motsvarande sats giiller om generaliseringen dr i punkten = a (men bara en i taget!).
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e Finns eller uppstar problem i flera punkter: dela upp integralen! Foér konvergens maste
alla delar vara konvergenta. Om nagon ér divergent ér hela integralen divergent. Se upp sa
din jamforelseintegral (dvs integralen av g(x)) inte blir generaliserad i fler punkter! Dela
upp omradet om sa behovs.

e Kinda jamforelsefunktioner:

|
/—da:<oo s a<l
0o ¢

och

/
1 xXr

e Absolutkonvergens. En absolutkonvergent integral ar alltid konvergent. Kan &ven anvéndas
innan jamforelsesats tillimpas for att se till att integranden &dr ickenegativ. Observera att
det finns villkorligt konvergenta integraler som inte &r absolutkonvergenta.

3 Serier

Teorin ar i manga avseenden parallell med den fér generaliserade integraler, men vi har bara
problem i oéndligheten och det finns vissa andra skillnader. Till exempel finns inget divergenstest

for integraler (integranden behover inte punktvis ga mot noll for konvergens).
o0 n

Kortfattat. En serie s = Z ay konvergerar om delsummorna s, = Z ay konvergerar till s

k=m k=m
da n — oo, dvs
o0 n
s = E ap = lim E a,
n—oo
k=m k=m
om gransvardet existerar. Serien bestar av summan av termerna ag, k = m,m+1,... Att sdga

att termerna konvergerar, dvs att ay — a for nagot a da k — oo, ar alltsa nagot helt annat &n
att séga att serien konvergerar, dvs att delsummorna s,, — s. Divergenstestet séger att a = 0 ar
nodvéndigt for att s, — s (men inte tillréckligt). Var mycket tydlig med vad det syftas pa nér
nagot siges konvergera (eller divergera).

e Forsta hur konvergens for en serie definieras via delsummor.
e Divergenstestet, i.e., om termerna a; inte gar mot noll ar serien divergent.
e Skillnad pa absolutkonvergens och konvergens.

e Jamforelsesatserna for 0 < aj < by respektive att 0 < ay /by — L med 0 < L < oco. Om

0 < ap < by giller att
o [o@)
dbi<oo = ) ap<oo
k=0 k=0

och
o o
Z a, =00 = Z by, = oc.
k=0 k=0



a
samt om 0 < lim b_k < oo géller att

k—o0 O
o0 oo
Zbk <o & Z ap < 00
k=0 k=0

Grundprincip for gransvirdestestet: bryt ut det som dominerar mot oéndligheten och
betrakta vad som blir kvar. Ar grénsvardet strikt mellan 0 och oo &r det den dominerande
faktorn som avgor konvergens eller divergens (om positiva uttryck erhalls).

om |g| < 1. Da |¢q| > 1 &r serien divergent.
q

o
Geometriska serier: g qk = 1
k=0

Kéanda jamforelseserier:
oo

Zk_la<°° s a> 1.

k=1

Cauchys jamforelseprincip: om f(z) > 0 och f(x) &r avtagande for x > 1 ar

S k) <00 e /100f(a:)d:c<oo.

Se till att forsta hur uppskattningarna gar till via 6ver- och undertrappor for funktionen f.
(0.]

Detta ger ocksa mojlighet till uppskattning av hur stor “svansen” Z f(k) ar (och &ven

k=n+1
for hela serien sa klart).
Leibniz-serier Z ar dir apyq och ag har olika tecken for alla k& (alternerande) och
k=0

lai| > |azg| > |ag] > ---

samt a;, — 0 (avtar mot noll). Alltsa TRE krav (och dessa maste preciseras pa tentan).
Dessa serier konvergerar alltid! For feluppskattning géller for Leibniz-serier att

o0

>

k=n+1

S |an+1|-

Detta ar inte sant for godtyckliga konvergenta serier!

Potensserier
Kvot- och rottestet. En serie Z ¢ ar absolutkonvergent om
k=0
el
=1 <1
@ Eoo ||
eller om
Q = lim |e]* < 1.
k—o00

Om @ > 1 ar serien divergent. Om () = 1 vet vi inget och inte heller om inget av
gransvardena existerar. Dessa test kan dven anvéndas for "vanliga” numeriska serier.
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e Ta fram konvergensradie for potensserie fran kvot- eller rottestet. Testet ger en olikhet av
formen @ < 1 dér @ innehaller |x|. Los ut |z| for att hitta R sa att |x| < R. Se upp om
potensserien till exempel bara innehaller jimna potenser (z2*) eller dylikt.

e Avgora konvergens nér |x| = R (tva fall, # = £R, sétt in i serien och undersok som
numerisk serie!).

e Termvis derivering och integrering (ok for || < R, konvergensradien for den ursprungliga
serien).
oo

e Utnyttja derivering eller integrering for att rdkna ut numeriska serier som exempelvis Z o
k=0

> 1
Kom ihag att Z zt = 7
k=0

om |z| < 1.
T

5 Differentialekvationer

5.1 Linjara ekvationer av ordning ett

Skriv om pa formen

Y (x) + f(z)y(e) = g(x)
med konstant faktor 1 framfor /. Integrerande faktor: e”’®) dér F'(z) = f(z). Multiplicera med
denna och VL blir (eF(””)y(a:)), och HL blir g(z)ef®@. Integrera och 16s ut y.

5.2 Separabla ekvationer

Kom ihag att hér ingar definitionsméngden for 16sningen i svaret! Detta &r det storsta samman-
hingande intervall dir funktionen #r C*. Tekniken &r separation av variabler:
dy
gly)o =hz) & [gly)dy= [ h(z)dz.

Se upp vid divisioner! Kan dyka upp losningar eller ge problem i definitionsméngder (y respekti-
ve ).

5.3 Linjara DE av ordning tva och hégre med konstanta koefficienter

Tva delar: homogen- och partikulédrlosning. Den homogena hittas genom att hitta nollstéllen
till det karakteristiska polynomet p(r). En partikuldrlosning hittas genom att ansitta nagot
lampligt. Kom ihag forskjutningsregeln:

p(D)e*z(x) = e p(D + a)z(x).
Denna forenklar mycket! Kan anvindas oavsett hur hogerledet ser ut sa lidnge det ar en faktor e®*
med.
5.3.1 Superposition

Kom ihag att man kan dela upp partikularlosning i flera delar. Om HL bestar av, e.g., e* + 7
kan vi hitta en partikulérlésning y,, som matchar e® och en annan y,, som matchar 7. Den
totala fas som y, = yp, + Yp,.



Tabell 1: Ansatser fér partikulirlosningar.

Hogerled

Ansats

Undantag?

™ + Ay " a T+ ag

bnxn + bn—lxn_l + cc e + blx + bO
2(bpa™ + by 12" 4+ by + )
22 (D™ + by 12" + - 4 b + by)

r =0 rot
r = 0 dubbelrot
r = 0 trippelrot

Ajsinkx + Ay cos kx

By sinkx 4+ By coskx
x(By sin kx + B; cos kx)
2%(By sin kx + By cos kx)

r = £k rot
r = +ik dubbelrot
r = +ik trippelrot

e aeC Be*® r = a rot
Bxe®™ r = a dubbelrot
Bx?es r = a trippelrot

q(x)e z(x)e™® inga undantag?®

A€ cos fr + Ase™ sin fx

B1e** cos fx 4+ Bye** sin fx

r=a=x1f rot

Byxe®® cos fx + Boxe®® sin fx r = a 1 dubbelrot

7 Om undantagsfallet intriiffar forsoker vi med ansatsen pa niista rad.
2 Ger ekvation for z. Nytt hogerled dér e®® forsvunnit. Hitta en 16sning till denna ekvation!
5.4 Ekvationer av Eulertyp

Ekvationer av typen a,z"y™ +- - -+ a2y’ +agy = g(x), x > 0, l6ses genom variabelbytet ¢ = Inx
och introduktionen av z(t) = y(e'). Kom ihag kedjeregeln! Leder till linjér ekvation med konstanta
koefficienter.

5.5 Integralekvationer

I denna kurs dr tanken att derivera fram en diffekv. och 16sa den i stéllet. Begynnelsevillkor
fas genom att vélja nagon smart punkt x = a i integralekvationen sa integralen forsvinner (om
mojligt). Kom ihag integralkalkylens fundamentalsats som medfor att

om f,g € CL.

5.6 Analytiska losningar (potensserier)

Losa differentialekvationer genom potensserieansats. Lite bokigt men principen &r enkel. Se till
att forsta hur serien kan summeras om (omindexeras) sa det blir enklare att matcha koefficienter.
Kom ihag ocksa att termer "forsvinner” vid derivering av potensserie.



6 Langd, area och volym

e Plan area (till exempel mellan kurvor). Aven pa polér form!

e Kurvliangd for funktioner pa formen y = f(x) och parameterform x = z(t) och y = y(t).
Kom ihag bagelementet ds = \/x'(t)? + y/(t)? dt.

e Rotationsarea och rotationsvolym for rotationer kring linjer x = a och y = b. Kom ihag
skiv- och rorformler. Viktigaste steget ar att fa upp korrekta integraler i denna kurs.

Se till att ni kan rita "principskisser” for de olika situationerna (och att dessa hénger ihop med
formlerna). En principskiss innebér inte att funktionen maste se ut precis som i uppgiften utan
behover bara motivera formeln som anvands.
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