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1 Logik och vanliga symboler

• Implikation: P ⇒ Q. Detta betyder att om P är sant s̊a är Q sant. Utläses P medför Q
eller P implicerar Q. Exempel: x > 4⇒ x2 > 16.

• Ekvivalens: P ⇔ Q. Detta betyder att P är sant om och endast om Q sant. Med andra
ord: P ⇒ Q och Q⇒ P . Exempel: x2 = 4⇔ x = ±2, dvs x = 2 eller x = −2.

Lite logik

Observera att P och Q är logiska utsagor. Det är allts̊a saker som kan vara sanna eller
falska. Typiskt för oss är saker som att P till exempel är utsagan att x = 7. Detta kan vara
sant eller falskt (x kan vara 7 eller n̊agot annat). Däremot kan inte P vara ett p̊ast̊aende i stil
med röd eller π. Uttryck av typen 7⇒ 2 är nonsens. Samma sak med (x− 1)2 ⇒ x2 − 2x+ 1.
P̊ast̊aendet saknar logisk mening. Även om det i sista exemplet g̊ar att gissa vad det skulle
betyda s̊a kan man inte skriva s̊a. Använd likhetstecknet när ni menar likhet!

Logiska utsagor!

Det finns även speciella mängder av tal (siffror allts̊a) som vi kommer att använda oss av.

N: De naturliga (hel)talen: 0, 1, 2, 3, . . ..

Z: Alla heltal: 0,±1,±2,±3, . . ..

Q: Alla rationella tal, dvs br̊ak
p

q
där p och q är heltal och q 6= 0.

R: Alla reella tal. Inkluderar Q och även alla irrationella tal som
√

2, π, e, etc.

C: Alla komplexa tal z = a+ bi där i2 = −1 och a, b ∈ R.

Se även till att speciellt studera tallinjen och olikheter i boken!

2 Ekvationslösning

Oftast när vi försöker lösa en ekvation handlar det om att använda omskrivningar och förenklingar
tillsammans med logik för att hitta alla lösningar till en given ekvation.
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2x− 9

5
= 4x ⇔ 2x− 9 = 20x ⇔ −9 = 18x ⇔ x = − 9

18
= −1

2

Kontroll: VL = (2(−1/2) − 9)/5 = −2 och HL = 4(−1/2) = −2. Allts̊a är x = −1/2 en
lösning, och eftersom vi har ekvivalenser i alla steg är detta den enda lösningen!

Exempel

Kontrollen i exemplet är egentligen överflödig d̊a vi räknat med ekvivalens hela vägen. Men, d̊a
det alltid finns en risk för slarvfel när man räknar försöker vi alltid att kontrollera v̊ara svar.
Det är ocks̊a värt att lägga p̊a minnet att vissa metoder vi kommer att använda kräver en
kontroll för att verifiera att “lösningar” som hittas inte är falska.
Lite repetition av omskrivningar vi sett tidigare.

Kvadratregeln: (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.
Konjugatregeln: (a− b)(a+ b) = a2 − b2.
Kvadratkomplettering: x2 + bx+ c = (x+ b/2)2 − (b/2)2 + c.

Vanliga omskrivningar

Till exempel kan vi med konjugatregeln reda ut vad som gäller för tv̊a tal a och b om a2 = b2.

a2 = b2 ⇔ a2 − b2 = 0 ⇔ (a+ b)(a− b) = 0

⇔ a+ b = 0 eller a− b = 0 ⇔ a = −b eller a = b ⇔ a = ±b.

Exempel

Observera att om vi vet att, till exempel a och b är positiva, s̊a är a = b.

Vi har här utnyttjat en mycket användbar princip som gäller för de mängder tal vi betraktar i
denna kurs, nämligen att om ab = 0 s̊a m̊aste endera a = 0 eller b = 0. Det enda sättet att f̊a
noll ur en produkt är att en av faktorerna är noll.

Kvadratkomplettering är ett verktyg vi kommer att använda ofta. Det mest typiska är nog att
helt enkelt lösa en andragradsekvation.

Lös x2 + 6x+ 1 = 0.

Exempel

Lösning.
Vi kvadratkompletterar och utnyttjar konjugatregeln:

x2 + 6x+ 1 = (x+ 3)2 − 9 + 1 = (x+ 3)2 − 8 = (x+ 3)2 − (
√

8)2

= [ konjugatregeln ] = (x+ 3−
√

8)(x+ 3 +
√

8).

Allts̊a m̊aste

x2 + 6x+ 1 = 0 ⇔ x+ 3−
√

8 = 0 eller x+ 3 +
√

8 = 0.

Tag för vana att summera resultatet i ett kortfattat men tydligt svar.

Svar: x = −3±
√

8 är de enda lösningarna.
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Bestäm största och minsta värde av 1 + x− x2.
Exempel

Vi kvadratkompletterar:

1 + x− x2 = 1− (x2 − x) = 1− ((x− 1/2)2 − (1/2)2) =
5

4
−
(
x− 1

2

)2

.

Här ser vi tydligt att uttrycket som störst blir 5/4, vilket inträffar endast d̊a x = 1/2. Däremot
kan uttrycket bli hur litet som helst (minsta värde saknas allts̊a)!

Definition. Om a ≥ 0 s̊a definierar vi
√
a som det tal x s̊a att

x =
√
a ⇔

{
x2 = a,

x ≥ 0.

Kvadratroten

Det följer fr̊an definitionen att
√
a ≥ 0 för alla a ≥ 0.

• Inga negativa tal! Saker som
√
−4 är nonsens och inte n̊agot vi n̊agonsin kommer att

använda i denna kurs. Möjliga tolkningar i form av komplexa tal hanteras p̊a annat sätt.
Det finns kurser i komplex analys där detta problem studeras och problemet överlämnas
dit.

• Vi f̊ar aldrig(!) n̊agot negativt fr̊an kvadratroten heller. Till exempel s̊a är
√

9 = 3.
Aldrig ±3 eller n̊agot annat vansinne. Tecken före kvadratroten kommer alltid fr̊an
n̊agot annat. Ofta handlar det d̊a om en ekvation vi försöker lösa. Till exempel x2 = 9,
som har lösningarna x = ±

√
9 = ±3. Tecknet här kommer allts̊a fr̊an ekvationen, inte

kvadratroten!

Kvadratrötter och negativa tal?

Lös x− 1 =
√

2x+ 1.

Exempel

Alternativ 1. Vi räknar med implikationer och kan därmed kvadrera lite hur vi vill. Priset vi
betalar för detta är att alla eventuella lösningar vi finner m̊aste kontrolleras. Utan kontroll har
vi inte visat n̊agot (och därmed riskerar vi noll poäng p̊a den uppgiften p̊a en tenta). Allts̊a,

x− 1 =
√

2x+ 1 ⇒ (x− 1)2 = 2x+ 1 ⇔ x2 − 2x+ 1 = 2x+ 1

⇔ x2 − 4x = 0 ⇔ x = 0 eller x = 4.

Nu m̊aste vi testa och ser d̊a att om x = 0 s̊a skulle

0− 1 =
√

2 · 0 + 1 = 1,

vilket inte g̊ar d̊a −1 6= 1. Om x = 4 är VL = 4− 1 = 3 och HL =
√

2 · 4 + 1 =
√

9 = 3. Detta
är allts̊a en lösning!
Svar: Endast x = 4 löser ekvationen.

Alternativ 2. Detta är lite bökigare. Tv̊a problem:
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1. Vi m̊aste ha 2x+ 1 ≥ 0, eller x ≥ −1/2, för att kvadratroten skall vara definierad.

2. Vidare m̊aste x− 1 ≥ 0, eller x ≥ 1, eftersom vi vet att kvadratroten alltid är icke-negativ.

Dessa villkor ger att x ≥ 1 (varför bara den?). Med detta villkor kan vi faktiskt räkna med
ekvivalenser i varje steg (undersök detta!). Detta villkor visar även att den falska lösningen x = 0
ska tas bort.

3 Cirklar

L̊at (a, b) ∈ R2 vara en punkt i planet. Avst̊andet r fr̊an en annan punkt (x, y) till (a, b) ges
som bekant av

r =
√

(x− a)2 + (y − b)2

enligt Pythagoras sats. Om vi ritar ut alla punkter (x, y) som har samma avst̊and r till
punkten (a, b) erh̊aller vi en cirkel.

x

y

x = a

y = b
(a, b)

(x, y)

r

Med kravet att r ≥ 0 kan vi kvadrera ekvationen ovan med ekvivalens (uttrycket inne i roten är
aldrig negativt) och erh̊aller d̊a cirkelns ekvation:

r =
√

(x− a)2 + (y − b)2 ⇔ r2 = (x− a)2 + (y − b)2.

Cirkeln har radien r (ingen kvadrat) och centrum i punkten (a, b).

Undersök om ekvationen x2 + 2x+ y2 − 4y = 0 beskriver en cirkel, och bestäm i s̊a fall dess
radie och centrum.

Exempel

Lösning. Tekniken är att kvadratkomplettera x-termer och y-termer var och en för sig och
analysera resultatet:

x2 + 2x+ y2 − 4y = 0 ⇔ (x+ 1)2 − 1 + (y − 2)2 − 4 = 0 ⇔ (x+ 1)2 + (y − 2)2 = 5.

Allts̊a är detta mycket riktigt en cirkel. Centrum ligger i (−1, 2) (observera tecknen och
ordningen) och radien är

√
5 (observera att det är r2 som är konstanten i högerledet).

Svar. Ja, det är en cirkel med centrum i (−1, 2) och radie
√

5.
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Undersök var linjen y = 2 + x skär cirkeln med centrum i (−1, 2) och radie
√

5.

Exempel

Lösning. Linjen skär cirkeln precis där linjens ekvation och cirkelns gäller samtidigt, s̊a{
(x+ 1)2 + (y − 2)2 = 5,

y = 2 + x,
⇔

{
2x2 + 2x− 4 = 0,

y = 2 + x,
⇔

{
(x− 1)(x+ 2) = 0,

y = 2 + x.

Om x = 1 blir y = 3 och om x = −2 blir y = 0.
Svar. (1, 3) och (−2, 0)

x

y

−3 −2 −1 1

−1

1

2

3

4

5

4 Polynom

Lös ekvationen x3 = x.

Exempel

Lösning. Vi skulle kunna gissa fram lösningar. Till exempel x = 1 verkar fungera. Sen kan vi
dessutom ganska direkt se att x = −1 löser ekvationen d̊a (−1)3 = −1. Är detta alla lösningar?
Nej, lite mer analys visar att även x = 0 löser ekvationen. Hur vet vi d̊a när vi är färdiga? L̊at
oss omformulera fr̊agan:

x3 = x ⇔ x3 − x = 0 ⇔ x(x2 − 1) = 0

⇔ x(x− 1)(x+ 1) = 0.

Allts̊a är mycket riktigt x = 0 och x = ±1 de enda lösningarna. Det sista vänsterledet kallas
för faktoriseringen av x3 − x.
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Definition. Ett polynom p(x) är ett uttryck av typen

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0,

där a0, a1, . . . , an är konstanter och n ett icke-negativt heltal. Om an 6= 0 säger vi att polynomet
har grad n.

Polynom

• Exempel p̊a polynom är x2, 7, 1 + x+ x5, x6 + 4x3, etc.

• Exempel p̊a uttryck som inte är polynom: x1/2, sinx, x−3 etc.

Exempel

Definition. Ett polynom p(x) säges ha ett nollställe när x = a om p(a) = 0. Speciellt för
polynom kallas nollställen ofta för rötter. Ett polynom har allts̊a en rot x = a om x = a är
ett nollställe. Vidare kallas konstanterna a0, a1, . . . , an för polynomets koefficienter.

Vanliga benämningar

4.1 Polynomdivision

Fungerar i princip som för heltal. Tanken är att reducera graden p̊a täljaren s̊a den är mindre
än graden för nämnaren.

Förenkla
x3 − 4x+ 1

x− 3
.

Exempel

Lösning. Vi ställer upp, till exempel, enligt följande.

x2 + 3x + 5

x− 3
)

x3 − 4x + 1
− x3 + 3x2

3x2 − 4x
− 3x2 + 9x

5x + 1
− 5x+ 15

16

Proceduren fortsätter till dess att vi f̊ar kvar n̊agot som har lägre gradtal än nämnaren. I detta
fall gick det inte jämnt upp utan vi fick en s̊a kallad rest. Vad vi kan utläsa ur detta är att

x3 − 4x+ 1

x− 3
= x2 + 3x+ 5 +

16

x− 3
.

Kontrollera att detta stämmer genom att skriva allt p̊a samma nämnare! Ta för vana att göra
detta efter varje polynomdivision. Det är lätt att f̊a teckenfel!
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Hade resten varit noll hade det inneburit att x = 3 hade varit ett nollställe till täljaren. Allmänt
gäller att

p(x) = (x− a)q(x) + r,

där p(x) har grad n, q(x) har grad n − 1, och r är en konstant (resten). Vi ser fr̊an denna
representation att

p(a) = 0 ⇔ r = 0.

Det vill säga, x = a är ett nollställe till p(x) (s̊a p(a) = 0) om och endast om polynomdivisionen
med x− a g̊ar jämt upp (resten blir noll; r = 0). Detta är i princip det faktorssatsen säger.

Sats. Följande tv̊a p̊ast̊aenden är ekvivalenta.

(i) Polynomet p(x) inneh̊aller faktorn x − a, det vill säga p(x) = (x − a)q(x) för n̊agot
polynom q(x).

(ii) x = a är ett nollställe till p(x), det vill säga att p(a) = 0.

Faktorssatsen

Vi betraktar ett exempel.

Faktorisera polynomet p(x) = 2x3 − 4x2 + 8x+ 14.

Exempel

Lösning. Proceduren vi använder är följande. Först gissar vi en rot. Lämpligtvis testar vi heltal
d̊a uppgifterna som ges brukar vara konstruerade p̊a det sättet. I ett allmänt fall f̊ar man helt
enkelt l̊ata en dator gissa. Men, det finns en teknik för att gissa systematiskt om man har
heltalskoefficienter i polynomet; se slutet p̊a föreläsningen. Vi testar x = 0, vilket inte fungerar
(vi har en konstantterm s̊a d̊a kan x = 0 aldrig vara ett nollställe). Vi testar x = ±1 och ser
att x = −1 faktiskt är ett nollställe.
Nästa steg är polynomdivision där vi delar bort den kända faktorn x + 1 (som motsvarar
nollstället x = −1).

2x2 − 6x + 14

x+ 1
)

2x3 − 4x2 + 8x + 14
− 2x3 − 2x2

− 6x2 + 8x
6x2 + 6x

14x + 14
− 14x− 14

0

Det gick jämt upp s̊a x = −1 m̊aste vara ett nollställe. Nu vet vi allts̊a att

p(x) = (x+ 1)(2x2 − 6x+ 14) + 0 = 2(x+ 1)((x− 3)2 + 5),

där vi har kvadratkompletterat den sista parentesen Är vi klara? Ja, det är vi faktiskt (om
vi inte ska blanda in komplexa faktorer, vilket vi återkommer till senare). Anledningen till
kvadratkompletteringen är att vi nu enkelt kan se att (x− 3)2 + 5 ≥ 5 för alla x. Denna faktor
blir allts̊a aldrig noll!
Svar: p(x) = 2(x+ 1)((x− 3)2 + 5). Kontrollera genom att multiplicera ihop!
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Faktorisera polynomet p(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1.

Exempel

Lösning. Samma teknik som ovan. Vi gissar och finner att x = 1 är en rot. Polynomdivision:

x2 − 2x + 1

x− 1
)

x3 − 3x2 + 3x− 1
− x3 + x2

− 2x2 + 3x
2x2 − 2x

x− 1
− x + 1

0

Allts̊a m̊aste p(x) = (x− 1)(x2 − 2x+ 1). Den sista faktorn är ett andragradsuttryck och det
kan vi faktorisera med kvadratkomplettering: x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2. Allts̊a är p(x) = (x− 1)3.
Svar: p(x) = (x− 1)3. Kontrollera genom att multiplicera ihop!
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