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1 Polynomekvationer

5% Repetition

p(2) = 2" + ap_12"t + -+ agz® + a1z + ay,

vara ett polynom.

e Om a, # 0 sdger vi att polynomet har grad n.

Réknat med multiplicitet har p(z) precis n nollstéllen om a,, # 0.

p(z0) =0 <& (2 — 2) dr en faktor i p(z).

Om ag, ay,...,a, € R och p(z9) = 0 sa géller att p(zy) = 0.

L

@ Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 32* — 1523 + 2422 — 182 fullstiindigt i komplexa faktorer.

Lésning. Vi borjar med att bryta ut 3z och far att p(z) = 3zq(2), dér q(z) = 2* — 522 + 8z — 6.
Vi gissar sedan en rot, och finner att ¢(3) = 0. Alltsa maste z — 3 vara en faktor i ¢(z).
Polynomdivision ger att ¢(z) = (2 — 3)(2? — 22 + 2):

22 —22+42
z—3) 2*—522482—6
— 23 4 322
— 222 + 82
222 — 62
22 —6
— 2246
0

Det aterstar salunda att finna rotterna till 22 — 22 + 2. Vi 16ser ekvationen
0=22-2242=(2-12-142=(2-1?41 & (2—-1)2=-1,

1



varvid vi ser att z — 1 = £7 dr de enda mojligheterna. Alltsa finner vi losningarna z = 1 + 4,
och vi kan skriva 22 — 22 +2 = (2 — (1 +14))(z — (1 —4)). Vi kan nu faktorisera p(z) fullstéindigt
enligt

p(z) =32(z=3)(z— (1+1))(z — (1 —1)).

Svar: p(z) =32(z —3)(z — (1 +4))(z — (1 — 7))
Observera att det inte finns nagra kvadratrotter ur negativa (eller tal med imaginérdel) i
16sningen! Rotterna dyker upp direkt vid ekvationslosningen.

N

5% Exempel
Ekvationen 2z* — 1023 4 1522 + 50z — 125 = 0 har en 16sning zy déir Re zp = Im z,. Los
ekvationen fullstdndigt.

Lésning. Lat p(z) = 2z* — 1023 + 152% + 502 — 125. Fran ledningen vet vi att det finns en
rot z = a(1 +7) for nagot a € R. Da maste

0 = p(a+ ai) = 2a*(1 +i)* — 10a*(1 +4)* + 15a*(1 +4)? + 50a(1 + i) — 125
= —8a" — 20a*(—1 + i) + 30ia® + 50a(1 + i) — 125
— 8a* + 204> 4+ 50a — 125 = 0,
= 3 2
— 20a® + 30a* + 50a = 0,

dér vi delat upp i real- och imaginardel. Imagindrdelen ser vi direkt har a = 0 som ett nollstélle
sa vi borjar med att ge oss pa den:

3 5 3+7
0 = —20a® 4 30a? + 50a = —20a <a2 — ia — 5) < a=0ellera=——.
Vi ser att varken a = 0 eller a = —1 19ser ekvationen {or realdelen:

—8at +20a® + 50a — 125 = 0,

men att a = 5/2 ar en 16sning dven till denna ekvation. Eftersom koefficienterna i polynomet &r

reella kommer dven z = a(1 — i) att vara en rot. Saledes erhaller vi tva nollstéllen z = 2 (1+4).

25
Detta medfor att 2* — 5z + 5 ar en faktor i p(z). Polynomdivision visar att

25
p(z) = (,22 —5z+ 7) (22* — 10).
Den andra faktorn i hégerledet blir noll precis da

2:2-10=0 < 2z=4+V5.

Svar: 2(1 + 1), £V/5.



2 Kombinatorik och binomialkoefficienter

Fakultet

Definition. Om n &r ett naturligt tal definierar vi n! enligt

nl=n-n—1)-n—-2)---3-2, n>1,

| och 0l = 1.

Vi startar alltsa med nagot positivt heltal n och multiplicerar sedan ihop samtliga heltal mindre
an eller lika med n ned till och med 2. Alltsa blir 1! =1, 2! =2, 31 =32 =6, etc.

2.1 Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om vi har en tvastegsprocess av valmojligheter, dar vi i forsta steget
har n; mojliga val och i det andra ny mdjliga val, sa finns det totalt sidtt n; - no kombinationer.
Det brukar illustreras med sa kallade triddiagram déar varje "16v” pa tradet representerar en
mojlighet. Antalet 16v blir precis produkten ovan.

N

@ Exempel

En tre-ratters meny har 2 forrédtter, 3 varmrétter, och 4 efterétter. Hur manga olika maltider
kan man bestélla om man vill ha forratt, varmratt och efteratt?

Enligt multiplikationsprincipen blir det 2 - 3 - 4 = 24 olika maltider.

Man kan illustrera multiplikationsprincipen med hjéalp av traddiagram. I figuren nedan véljer vi
pa niva 1 mellan tva forrédtter (F1 och F2). I nésta niva véljer vi mellan 3 varmratter (V1, V2
och V3). I det sista steget véljer vi mellan fyra efterrdtter. Varje vig genom tridet ger en unik
maltid. Hur manga sadana vigar finns det? Det &r bara att rédkna ihop hur manga "16v” det
finns pa den sista nivan, vilket blir precis 24 st.

Fl/Méltid\
/\ w/ \
AN AN AN AN AN N

E1E2E3E4 E1E2E3E4 E1E2E3E4 E1IE2E3E4 E1E2E3E4 ElE2E3E4

I detta exempel var det viktigt i vilken ordning de olika delarna i maltiden tas (en forratt ar en
foratt och sa vidare).



@ Ordning

Vad menar vi med att ordna objekt? Till exempel, hur svarar vi pa fragan "pa hur manga sétt
kan vi ordna siffrorna 1,2 och 37”

Vi kan helt enkelt skriva ut varianterna:

1 2 3 21 3 3 1 2
1 3 2 2 31 3 21
och ser att det finns 6 majliga ordningar.
Detta dr ett exempel pa foljande sats (3! = 6).
<= .
e Permutationer

Sats. Om vi har n stycken olika objekt kan dessa ordnas pa n! olika sétt. Vi sdger att det
finns n! olika permutationer.

Hur kan vi se detta? En variant &r att vi helt enkelt placerar ut vara n objekt i en viss ordning
och funderar 6ver hur manga val vi har i varje steg pa samma sétt som menykonstruktionen
ovan!

Vi stéller upp en lista med plats och skriver ut pa hur manga objekt vi har kvar att vilja pa i
varje steg.

Plats 1 | Plats 2 | Plats 3 | --- | Plats n — 1 | Plats n
n n—1 n—2 |--- 2 1

Multiplicerar vi ihop enligt multiplikationsprincipen ser vi att det blir precis n! kombinationer.

2.2 Binomialkoefficienter

Nagot lite krangligare? Vi utnyttjar multiplikationsprincipen for att reda ut féljande scenario.
Om vi har 10 dorrar och ska 6ppna 6 stycken, pa hur manga sétt kan vi gora detta om ordningen
(dvs i vilken ordning vi 6ppnar dorrarna) inte spelar nagon roll? Vi har tio dérrar och skall vélja
ut sex st som Oppnas:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
10 9 8 7 6 5

Dérr 1 kan vi vélja pa 10 olika sétt. Nar vi sedan véljer dorr 2 finns det bara 9 kvar att vélja pa.
Och sa vidare. Ordningen pa dorrarna &r nu fixerad, och vi far (fran multiplikationsprincipen)
att det finns

10-9-8-7-6-5= 151200

sadana val. Detta ar alltsa svaret om vi vill goéra skillnad pa i vilken ordning dorrarna ppnas.
Nér de sex dorrarna ar valda kan vi variera ordningen mellan dessa 6 pa 6! olika sétt:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
6 5 4 3 2 1




Vi kan nu ta bort "multipla” dérrval (de kombinationer som bara skiljer sig at med i vilken
ordning sex st specifika dorrar ligger):

10-9-8-7-6-5 100 /10
6! Tel-4 0\ 6 )

Detta uttryck kallas for en binomialkoefficient!

Binomialkoefficient
Definition. Om n och k ar icke-negativa heltal sa att k < n sa definieras binomialkoefficienten

enligt
n\ n!
k) (n—k)k!

o

. 27
Rékna ut ( 95 )
Detta gor vi direkt fran definitionen:

27 27! 27 - 26
(25)—25!.2!_ ;b

Exempel

e Egenskaper for binomialkoefficienter
(i) ( Z ) ar alltid heltal.

@ (3)=(ale)
(ii) (Z)z(}i:i)—l—(n;l)dénZrohk:LQ,...,n—l.

Exempel

Vid Camp Crystal Lake hirjar en valdsverkare ikladd en hockeymask, lat oss kalla honom
Jason. Jason planerar att morda tre ungdomar en natt och har nio tillhyggen att vélja pa.
Om vi bortser fran ordningen pa morden (alltsa vem som blir moérdad forst etc), hur manga

unika mordserier kan Jason astadkomma for dessa tre ungdomar om han anvénder precis ett
tillhygge pa varje individ (utan upprepning)?




Losningen ar enkel om vi bara abstraherar bort all text. Vi véljer alltsa ut 3 objekt fran 9 utan

ordning. Detta kan goras pa ( g ) olika sitt enligt ovan, och

9 9-8-7
=22 ' _3.4.7=84
(3) ST 5473

Svar. 84 olika sitt.

3 Binomialsatsen

Ett minnestrick for att komma ihag binomialkoefficienter (atminstone for rimligt sma n) &r
Pascals triangel:

@ Pascals triangel
n = 1
n=1 1 1
n =2 1 2 1
n = 1 3 3 1
n = 1 4 6 4 1
n = 1 5) 10 10 5 1
Denna konstruktion bygger pa den rekursiva formeln Z — ( Z: } ) " < n; 1 ) com

géller for vettiga val pa n och k. Detta motsvarar alltsa i triangeln ovan att varje siffra kan fas
genom att summera de siffror som star ndrmast pa raden ovanfor. De mojliga k-vérdena startar

pa 0 lingst till vanster pa varje rad med ( g ) Sedan kommer ( le ), foljt av ( g ), och sa
vidare, till slutligen Z . Rad n har alltsa n + 1 siffror (kontrolleral); en siffra for varje mojligt

varde pa k. Till exempel sa ar ( ;l ) = < g ) + ( 3 ) = 3+ 1 = 4, kolla pa raderna for n = 4

och n = 3. Pa sa sitt kan vi iterativt konstruera néista rad om vi kdnner nuvarande rad.
Ibland skriver man Pascals triangel lite mer som en ratvinklig triangel i stéillet. Da blir det lite
lattare att se hur £ hénger ihop med allt:



@ Pascals (ratvinkliga) triangel
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n = 1
n = 1 1
) = 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n= 1 4 6 4 1
n = 1 5 10 10 1

En av de vanligaste tillimpningarna for binomialkoefficienter dr binomialsatsen.

@ Binomialsatsen

Sats. Om n &r ett ickenegativt heltal sa géller for alla z att

(x+1)"=i(z>xk

(0)+(1)+(2)++(1)+()

Bevis. Vi skriver ut parentesen:

(z+1D)"=@+D(@+1)---(v+1) =ay+ a2 + apx® + - + a,z".

. J

nvst
Sa hur bestammer vi koefficienterna a;? Om vi kikar ndrmare pa produkten i mellanledet sa ser
vi att vi ur varje parentes kommer att vélja ett x eller en etta nér vi multiplicerar ihop allt. Om
vi till exempel tittar pa a® sa ska vi alltsd vilja 5 stycken x och resten, dvs n — 5 stycken ettor.
Hur manga sétt kan vi vélja 5 objekt av n stycken utan ordning (ingen skillnad pa olika x eller

ettor)? Svaret ar sa klart binomialkoefficienten ( T5L

, vilket da visar formeln i satsen ovan

eftersom argumentet kan upprepas fér varje k.

N

5% Exempel

() ()= ()7 ()7 () (2)-

5z + 1022 + 1023 + 5z* + 2°




B

Ofta ser man binomialsatsen pa foljande form:

(a+b)":i(2)akbn—k.

k=0

Detta kan visas med foljande manipulation (savida b # 0):

<a+b>n=bn(§+1)”=bn:o<Z)(%y:é(z)akw

En typisk anvéindning av binomialsatsen &ér att identifiera vad koefficienten fére en viss term &r
i en summa av typen i foregaende exempel.

:@’.

2\ 10
Bestim koefficienterna fore 28 och ¥ i uttrycket (x + —) .
x

Exempel

Vi anvander binomialsatsen och skriver

10 10 10—k 10
2 -E(2) ()L ()
v k=0 r k=0
10

_ 10\ S10-k_2k—10
= Z ( 3 ) 2 T .

k=0
Vi ser att x far exponenten 8 om och endast om 2k — 10 = 8 < k = 9. Koefficienten blir

alltsa ( 190 ) 21079 = 20. Nar dyker d& 2 upp? Vi skulle behova 2k — 10 = 9, eller k = 19/2.

Detta &r inget heltal mellan 0 och 10 (de heltal vi summerar 6ver). Saledes saknas termen z?,

koefficienten &r alltsa noll.
Svar. 20 respektive 0.
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