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1 Den naturliga logaritmen

Vi introducerade den naturliga logaritmen tidigare och kommer nu fortsidtta att analysera
foljderna av detta.

1.1 En alternativ definition

Ekvivalent med den definition vi sett tidigare kan man (som i boken) definiera den naturliga
logaritmen enligt nedan.
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Definition. Den naturliga logaritmen Inx for x > 0 definieras som Inz = / B dt.
1

Hér ser vi att vi anvénder integralbegreppet utan att direkt ha definierat det innan, sa vi har ett
liknande problem som med den tidigare definitionen. Vi aterkommer till detta i envariabelanalysen
nar Riemann-integralen behandlas. Forhoppningsvis kommer vi énda ihag att man kan tolka en
bestamd integral som arean under kurvan. En férdel med denna definition &ar att det blir lite
enklare att fa en bild av hur funktionen ser ut.
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1.2 Egenskaper for logaritmen

Vi repeterar lite egenskaper for logaritmen.

@ Egenskaper

Den naturliga logaritmen har bland annat foljande egenskaper:
(i) Dy, =)0, 00[ och Vi, = R;
(ii) Inzy =Inz +Iny for z,y > 0;
(iii) Inz <x —1for x > 0 och z # 1;
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=Inz —Iny for x,y > 0;
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(vi) In

= —Inz for x > 0;

(vii) InaP = plnz for z > 0 och p € Z.

Vi har sett hur man tar fram flera av dessa egenskaper enbart genom att anvénda (ii), vilket var
vad vi anvande for att definiera logaritmen tidigare. Vi kan &dven lyfta fram den anvéndbara
olikheten vi sag sist.
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<lmz<x-—1, forx>0ochax#1.
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Vi kan dven anvénda denna egenskap for att visa att Inz < 0da0 <x < lochlnz >0daz > 1,
aven om detta ocksa ar tdmligen klart fran Riemann-integralen.
Ovriga samband kan illustreras pa liknande sett (6vning!)
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@ Exempel
Los ekvationen In(zx 4+ 1) = In(5 + z) — In(z + 2) for z € R.

Losning. For att alla ingaende uttryck ska vara definierade kréivs att x +1 > 0, 5 +x > 0,
och z +2 > 0. Fran detta ser vi att x > —1 krévs for att samtliga uttryck ska vara definierade.
Antag att x > —1. Da géller

In(z+1)=In(+2z)—In(z+2) < In(z+1)(z+2)=mh0+az),
och eftersom In &r stringt vixande géller da att
(z+1)(z+2)=5+2 & 2°+20-3=0 & (z—1)(z+3)=0.

Endast x = 1 ar en 16sning da x = —3 ej uppfyller kravet x > —1.
Svar: x = 1 enda l6sningen.



8\ Logaritmer och negativa tal?

Observera att vi endast har definierat Inx for x > 0. Men detta innebér absolut inte
att Inx > 0 for alla z. Om 0 < z < 1 sa ar Inz < 0. Det &r skillnad pa definitionsméngden
och viardeméngden!

Observera éven att till exempel In(zy) kan vara definierad &ven om Inz och Iny inte &dr det. Det
ricker att produkten blir positiv, sa exempelvis £ = —2 och y = —3 skulle fungera. Detta kan
stalla till det nér vi loser ekvationer som innehaller logaritmer, sa var forsiktiga!

2 Exponentialfunktionen
Eftersom In &r stringt véixande finns en invers som vi kallar exp, dvs
y=Inzr < z=exp(y),
dér Deyp = R och Vg, =]0, 00]. Som vanligt (med inverser) géller
In(expz) =2, x€R och exp(lnz)=2z z>0.

Y

= exp(z)
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Om vi jamfor graferna for In och exp sa kan man se att expx &r spegelbilden av Inx kring
linjen y = z. Detta géller generellt for inverser! Sa hur hor nu funktionen exp ihop med talet e?



Talet e

Definition. Talet e definieras som e = exp(1).

Talet e &r irrationellt, har ndrmevérdet e =~ 2.718 och uppfyller att Ine = 1.
Om p € Z sa foljer det av logaritmlagarna ovan att

Ine? =plne =p eller ekvivalent exp(p) = exp(lnef) = ¢P.

Vi viljer darfor att skriva e® = exp(z). Det &r alltsa sa hér vi definierar talet e* genom
funktionen exp for alla x.

A\ exp (x) och €*

Vi kommer att anvidnda dessa uttryck helt utbytbart, de betyder alltsa samma sak. Nér vi
skriver e” sa syftar vi pa funktionsvirdet exp(z). Notationen exp &r lamplig ibland, speciellt
nér det ar komplicerade argument. Till exempel kanske vissa tycker

exp (1—1— \/x I—x?’sin:z:)

el+\/x T—1x3 sinx.

ar lattare att lasa an

@ Egenskaper

Funktionen som definieras av e® har bland annat foéljande egenskaper:
(i) €®=1och e =e¢;
(ii) Ine* =z for x € R och e™* = x for x > 0;

(iii) e = e*e;
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@ Exempel

Los ekvationen e* + 4e=% = 4.

Losning. Det foljer att
e +de =4 & e —4e"+4=0.

Lat t = e”. Da maste t* — 4t +4 = (t — 2)* = 0, vilket endast ¢ = 2 uppfyller. Alltsa &r e* = 2,
eller ekvivalent, x = In 2.
Svar: x = In 2.

Nagot bokigare? Kanske som handlar om inversen till ett uttryck?
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Bestém definitionsméngden och (om méjligt) inversen till f(z) = In (v7 — In(1 4 22)).

Exempel

Losning. Vi borjar med att bestamma den storsta mojliga definitionsméangden. Kraven som
méste gilla ar att 1+ 22 > 0 samt v/7 — In(1 4 22) > 0. Alltsa maste z > —1 och

1
Vi-l(1+20)>0 o eT>1+2 & §<e‘ﬁ—1> >
eftersom In &r stréngt vixande. Saledes ges Dy av de x € R sa att

1 1
V7
Ctcr<-= —1).
g = F 2(6

Lat y € R. Da géller att

y=I(V7—In(1+42z)) = exp(y) =7 —In(1+ 2z)

= 142x= exp(ﬁ —exp(y)) (%)
= = (exp(v7 - exply)) ~ 1)

Eftersom vi bara har ett alternativ ges inversen av

1) = 5 (exp (VT - exp(u)) ~ 1),

1
Svar: D; = {x eER: —i<z<] (e‘ﬁ — 1>}, Ty = 5 (exp(ﬁ— exp(y)) — 1).
Vad hade hént om vi fatt flera mojligheter i ekvation (x) ovan? Ténk pa att vi "bara” riknade
med implikationer!

3 Potensfunktioner

Potensfunktioner

Definition. Vi definierar potensfunktionen z* enligt x“ = exp(alnz) da x > 0 och a € R,
samt % =0 da x = 0 och a > 0.

Detta &r en rimlig definition. Till exempel vet vi att
P = (elnx)p — eplnx) pe Z,

vilket stdmmer 6verens med definitionen ovan.
Eftersom potensfunktioner ar definierade via exp-funktionen sa géller motsvarande regler. Till
exempel sa ar

2%2? = exp(alnz)exp(flnz) = exp(alnz + flnz) = exp((a + B) Inz) = 2, 2> 0.
Ovriga regler kan visas pa liknande sétt. Specifikt kan podngteras att
(€)? = exp (Blne”) = exp(af) = e,

sa kravet att 0 € Z ar inte langre nodvandigt med definitionen ovan, utan likheten géller for
alla 5 € R.

Notera beteendet for 2% for o > 1 och o < 0.
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Finn alla reella x sa att 4%+ — 27+2 = 923

Losning. Vi skriver om ekvationen for att se om vi kan finna en lamplig variabel:
4ETL_QTHE — g 4T 2. 9T = 4. 27 . 2T — 4. 27 = 4t* — 4t,
dér ¢t = 2*. Da ar t > 0 och ekvationen kan alltsa skrivas
47 —4t—8=0 & t'—t—-2=0 < (t+1)({t—-2)=0.
Héar ser vi att ¢ = —1 inte gar (da 2 = —1 saknar 16sning) och att ¢ = 2 medfor att 2% = 2,

sax = 1.
Svar: x = 1.
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