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1 Enhetscirkeln

Definition. Enhetscirkeln &r cirkeln med centrum i origo och radie ett.

En punkt P = (a,b) pa enhetscirkeln uppfyller alltsa a* + b* = 1.

Y

W’ Vinkel

Definition. Vinkeln v definieras som bagldngden fran Py till P i positiv led (moturs).

Det foljer alltsa att ett varv motsvaras av vinkeln 27 (cirkelns omkrets).

Sinus och cosinus
Definition. Vi definierar funktionerna sin och cos genom

sinv=2"0 och CcosSv = a.




Definition. Funktionerna tan och cot definierar vi genom

sin v . T
tanv = , dav# —+nnforallanecZ
cos v 2
och CcoS v
cotv=——, dav #nnr for allan € Z.
sinv

Foljder fran dessa definitioner (sadant vi kan se ur enhetscirkeln).

B

(i) Trigonometriska ettan: cos® v + sinv = 1;

(ii) sin(v + 27n) = sinwv och cos(v + 27n) = cosv for n € Z;

(iii) sin(v+ 7) = —sinw, cos(v + ) = — cos v, tan(v + 7) = tanv och cot(v + 7) = cot v;
(iv) sin (g — v) = cosv och cos (g — v) = sinv;

(v) cos(—v) = cosv och sin(—v) = —sinv;

(vi) cos(m —v) = —cosv och sin(m — v) = sinv.

Till exempel punkt (iv) kan vi se ur féljande figur.

(sinw, cosv)

0.8 1
0.4 1 (cos v, sinv)

v + +
0.4 0.8

Ovriga samband kan illustreras pa liknande sett (6vning!)

/A Parenteser?

Som vi redan sett skriver vi ibland sinv och ibland sin(v). Tanken &r att om det inte rader
nagon tvetydighet om vad som &r argumentet till funktionen sa skriver vi inte ut parantsen.
Uttrycket sin7/3 ér tydligt medan sin7/3 4+ 7/2 inte dr lika klart. Om det inte ar sjilvklart
vad uttrycket betyder, skriv ut parenteser! Men gor det inte i onédan for da blir uttrycken
svarlésta.




1.1 Trigonometriska ekvationer

Foljande samband kan ses direkt ur enhetscirkeln:

B

(i) sinu=sinv < wu=v+2mnelleru=m—v+2mn,nécZ

(ii) cosu =cosv < wu=xv+2mn,necZ;

T
(iii) tanu = tanv <& u:v+7rn,u7é§+k‘7r, k,n € Z;

(iv) cotu =cotv <& u=v+7mn,u#knr, knecZ.

Till exempel (i) kan illustreras med féljande figur.

Y

(—Ccosv,SINV) hg-----=--=---=f-mmmma oo (cosv,sinv)

| —0s 04 04 08 |

Det finns alltsa tva "sitt” att fa ett visst varde pa sinus, den "naturliga” vinkeln v men dven 7 —v.
Sen kan vi sa klart snurra runt hur manga varv vi vill for att hitta andra vinklar, men dessa tva
ar principlosningarna.

@ Exempel
Finn alla z € R sa att sin 22 = cos 3z.

Losning. Om vi hade haft samma trig-funktion pa bada sidorna i likheten sa hade vi kunnat
anvianda sambanden ovan direkt. Kan vi komma dit? Visst gar det, pa flera olika sétt. En variant

s
ar att utnyttja att cosv = sin (5 — v) och darmed att ekvationen kan skrivas

sin2r = cos3xr <& sin2z = sin (g — 3£L')

= 2:1::Z—3:B+27meller2x:7r— (g—3$>—|—27m.

2
Fall 1: 5
T T T ™
2r = — — 2 = — 42 = — 4 —.
T 5 3r+2mm <& bz 2+ ™m & T 10+ 5
Fall 2:
2xzw—<g—3x)+27m. & 2&:—33::E+27rn = x:—g—%m
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Hér finns flera saker att kommentera. Variabeln n antar alla heltal Z (alltsa n = 0, £1,£2,...),
sa om vi har +27n eller —27n spelar egentligen ingen roll, sa den sista likheten kan lika gérna
skrivas

T o
r = —— ™.
5

Sen kan det visa sig att vissa vinklar forekommer bade i fall 1 och fall 2, sa vill man snygga till
svaret sa maste det undersokas. I vart fall ser vi att for att fa —7/2 i fall 1 maste

1+4+4n 1
—— My — —
0 5 = n 3,
vilket inte kan hédnda da n &r heltal. Losningarna ¢verlappar alltsa inte.
S T + 2mn h il +27mn ddr n € Z
rr=-—-+4+— = —— r )
var: &= 7o g ochz 5 mn dir n

Alternativt hade man kunnat byta ut sin 2z mot cos (g — 2:10).

2 Trigonometriska funktionsvirden

Vissa standardvinklar forvéntas vi kunna sinus, cosinus etc for mer eller mindre utantill. Vilka?
Vi betraktar fallet da vinkeln ligger i intervallet }O, /2 [ I detta fall kan vi anvénda trianglar
for att reda ut vissa vinklar. Lat oss underscka en ratvinklig triangel.

Har ar
c=va?+ b?
c
b och

) b a

sinv=-, cosv = —,

c c

b a

v tanv = —, cotv = -.

a a b

Alltsa kan vi anvénda en sadan triangel och via Pythagoras rikna ut till exempel sinv om vi
kdnner cosv. Hur da?

@ Exempel

Om sinz = 0.2 och 0 < x < 7/2, vad &r cosz och tanz?

Loésning. Eftersom x ligger mellan 0 och 7/2 sa kan vi anvianda en hjélptriangel.

10

a

Pythagoras medfor att a® = 10 — 22 = 96, sa a = v/96 (givet att a > 0). Alltsa kan vi direkt

V96 i 2/10 5
siga att cosz = a_ V96 o ST / b

c 10 cosx \/%/10_ V96
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96
Svar: cosz = ETE och tanz =

(=

o

Q Exempel

Om sinz = 0.2 och 7/2 < & < 7, vad &r cosz och tan z?

Loésning. Ar det samma svar som ovan? Observera att lingderna i en hjilptriangel maste ha
positiv storhet! Dvs att a,b,c > 0.

2.1 Standardvinklar

[ en rétvinklig triangel med samma katetlangd (till exempel 1, men bada kateterna av langd 2
eller v/731 gar ocksa bra) sa ar en vinkel (den rita) /2 medan de andra tva maste vara lika
stora, sa /4.

1
Om vi istéllet konstruerar en likbent triangel dér alla sidor &r lika langa (till exempel 2) sa
maste alla ingaende vinklar vara lika stora, dvs 7/3. Om vi delar triangeln i tva lika stora delar
fran ett horn till mitten pa motstaende sida sa uppstar tva réatvinkliga trianglar enligt figuren
nedan.




Ur denna triangel kan vi utlédsa att

. s
sin — = cos < =
3 6

[
3

.o
och s1ng = Cos — =

3 Additionsformlerna

>

%@ Additionsformlerna

Det récker att visa den forsta likheten, resten foljer av enkla trigonometriska samband vi redan
kanner till. Bevisen kan aterfinnas i boken. Ett par intressanta specialfall: formler fér dubbla
vinkeln

sin2x = 2cosxsinz och cos2x =cos’z —sin?zx=1—2sin?z =2cos’x — 1

och omvéant

.9 1 — cos2z 9 1+ cos 2z
sin“y = ———— och cos"r=———.

2 2
Dessa formler &r mycket anvindbara nér det géller att 16sa trigonometriska ekvationer, och som
ni kommer att se, &ven nér ni skall integrera vissa uttryck i envariabelanalysen! Tangens da?
Joda, via formlerna ovan kan vi stélla upp féljande samband.

<>

e Additionsformel for tangens

tanu + tanwv tanu — tanwv
tan(u +v) = och tan(u —v) =
1 —tanutanv

1+ tanutanv’

L

Exempel

Finn det exakta vardet for tan %

Losning. Tricket hér &dr att forsoka dela upp vinkeln som en summa av kénda standardvinklar.
Saledes,

T T T
12 3 4
och darmed maste
tanZ —tanZ 3—-1 1
A Y (L S S i T
12 3 4 I+tanftanf 1443 2
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@ Exempel

Los ekvationen cos 2z + 2sinz — 2sinz - (1 — cos2z) = 1.

Losning. Exemplet kanske ser lite avskriackande ut, men vi férsoker oss pa att skriva om med
lite trig-ekvationer och se om det trillar ut nagot enklare. Ett tips &r att forsoka se till att
man bara har en “sorts” trigonometrisk funktion i uttrycket. Vi vet att cos2z = 1 — 2sin® z, sa
ekvationen &r ekvivalent med

1 —2sin’x + 2sinx — 2sinz(2sin?2) =1 < 4sin® 2+ 2sin?2 — 2sinz = 0.
Om vi later ¢t = sinz (for att enklare se vad vi arbetar med) sa ser vi att
AP 422 -2t =0 & 222 +t—1)=0.
Sa t = 0 ar en 16sning. Vi faktoriserar andragradaren:
7+t —1=2(t"+1/2 —1/2) =2((t + 1/4)* — 9/16) = 2(t + 1)(t — 1/2),

sa de 6vriga losningarna ges av t = —1 och ¢ = 1/2. Vi har alltsa tre olika fall.
Fall 1: Om ¢t = 0 sa &ar
sinz =0 <& x=nm.

Fall 2: Om ¢t = —1 sa ar

Fall 3: Om t = 1/2 sa &r

1 5
sinx:§ & xz%—i—?mrellerxz%%—er.

5
Svar:a::mr,x:—g+2mr,:c:%+2nwellerx:%+2nw, dér n € Z.
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