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1 Inverser till trigonometriska funktioner

Om vi ritar upp funktionen y = sin x ser vi foljande:

1+ Yy =sinx
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Sjalvklart gar det inte att hitta en invers till sinz for alla x € R. Det finns ju uppenbarligen
odandligt manga mojliga val for x for varje y mellan —1 och 1. Men om vi véljer ut en mindre
definitionsméngd da?
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Till exempel ar y = sin x inverterbar da —3 < x < — eftersom sinus &r strangt vixande pa det

intervallet (se figuren, viss argumentation noédvéandig for att visa det mer explicit).

W( arcsin

. ) 7 T
Definition. y = arcsinz &r det tal y sa att siny = x och —5 <y< o
' T m . -
Vi noterar att Dypesin = [—1, 1] och att Viyesin = [—5, 5} Observera aven foljande:
sinarcsinr = z, -1 <z<1,
in si T <z < T
arcsinsinz = x —— << -
’ 2 - T2

Till exempel, om = > 7/2 eller x < —7/2 géller alltsa inte arcsinsinz = z. Var forsiktig med
dettal
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592 Exempel

. ) 2 T
Los ekvationen sinz = R dar 5 <x <.

Losning. Vi ser att 2/5 inte kommer fran en standardvinkel, sa en 16sning till ekvationen sin x =
2/5 ges av x = arcsin 2/5. Hur hittar vi alla losningar? Precis som vi gjort tidigare! Vi vet att
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ST = g = Sln arcsin 5 iS4 T = arcsin g + 2nm eller x = ™ — arcsin g + 2nm.

Detta &r alltsa samtliga 16sningar. Vilka uppfyller kravet i formuleringen? Vi behover ha

2 T
en uppfattning om hur stor arcsing ar. Ur figuren ovan kan vi se att 0 < arcsing < —

4
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eftersom 0 < = < -
Fall 1. Om z = arcsin — + 2n7 sa ser vi direkt att n < 0 inte fungerar. Om n = 1 blir uttrycket
for stort, sa har hittar vi inga l6sningar i ratt intervall.
Fall 2. Om x = 7 — arcsin — + 2n7 sa ser vi direkt att n # 0 gor x for stor respektive for liten.

Men n = 0 fungerar, da maste 37 /4 < x < 7 vilket uppfyller villkoret i uppgiften.
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Svar: ¥ = ™ — arcsin £

arccos
Definition. y = arccosz &r det tal y sa att cosy =z och 0 <y < 7.




Vi noterar att Darecos = [—1, 1] och att Viyecos = [0, 7).
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-@- Exempel

Forenkla sin arccos ?
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Losning. Lat v = arccos =. Eftersom 0 < 5/7 < 1 sa maste 0 < v < 3 (titta i figuren ovan!).

Vi kan alltsa anvénda en riatvinklig triangel.

Pythagoras implicerar att

7 b=+72—52 =124 =26,

b
och darmed erhaller vi att
. 216
siny = —.
v 7

Alternativ: vi kan anvidnda trigonometriska ettan. Lat v = arccos 7 Da &r

5\° 5\° 24
sinv=1-—cos?v=1-— (cosarccos?> =1- <?> :E'

2v/6

Alltsa &r sinv = £——. Plus eller minus? Eftersom 0 < v < 7/2 sa maste sinus vara positiv
(titta i enhetscirkeln!).
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Ett lite krangligare exempel? Visst! Detta dr en gammal duggauppfit (déar det dok upp ganska
manga kreativa svar).

Svar: sin arccos = =



@ Exempel

Porenkla J-e15)
arccos(cos 7)

Losning. Vi borjar med ndmnaren:

COS V| = COS 7, v = 7+ 27mn,
vy = arccos(cos7) & & vy =7 —2m.
0<v <m, 0<v <m,
Pa samma sétt kan téljaren skrivas
o sin vy = sin 3, vy = 3+ 2mn eller vy = 7 — 3 + 27N,
vy = arcsin(sin 3) <
—7/2 <wy <m/2, —7/2 <wy < /2,

vilket &r ekvivalent med att vo = m — 3. Foljaktligen far vi

arcsin(sin 3) T—3

arccos(cos 7) T T—2r
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Svar: .
7T—2m
%7 arctan
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Definition. y = arctanz &r det tal y sa att tany = 2 och —— <y < —.
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Vi noterar att D,ctan = R och att Vigian = } —33 [
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@ Exempel
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Férenkla arctan(2) + arccos(— 5) :

Losning. Lat v = arctan 2 + arccos(—4/5). Eftersom

tana + tanb

¢ p) = —maTiang.
an(a + b) 1 —tanatanbd’

kan vi skriva
tan(arctan 2) + tan(arccos(—4/5))

1 — tan(arctan 2) tan(arccos(—4/5))

tanv =

Vi ser att tan(arctan2) = 2, men tan(arccos(—4/5)) &r lite varre. Lat u = arccos(—4/5). Da

ar cosu = —4/5 och 0 < u < . Minustecknet &r lite obehagligt, sa vi skriver
1 & ( ) 1
CcosU = —— cos(m —u) = —.
5 5
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En rétvinklig triangel med katetléngderna 4 och 3 ger att tan(m — u) = 7 sa tan(u) = ~1 (kan

man se t ex fran additionsformeln ovan). Forsok absolut inte att rita en réatvinklig triangel dér
en vinkel &r u. Eller forsok foresten for all del. Vad héander?

Vi kan nu rakna ut tan v:

2-2 1

Alltsa maste v = arctan(1/2) + nm {6r nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende
arcusfunktioner:

1 T s
0 < arctan 5 < arctanl = 1 < arctan2 < 5

2% = arccos(—%) < arccos( — %)< arccos(—1) = .

Hér har vi anvént att arctan édr vixande, arccos ér avtagande och kdnda standardvinklar. Alltsa
ar

27 n T S m - 117 < 3

—+—-—<v<m+ = — <v < —.

3 4 2 12 2

Eftersom 0 < arctan(1/2) < w/4 sa foljer det att n = 1 dr nodvandigt. Alltsa blir den sokta
vinkeln v = 7 + arctan(1/2). Med hjélp av en minirdknare eller dator kan man sa klart enkelt fa
fram ndrmevéarden och genom det bestdmma n.

Svar: 7 + arctan 3



2 Fasvinkelomskrivning

Summor (linjirkbominationer) av sinus och cosinus med samma frekvens kan skrivas som en
enda term. Vi skriver om sa att vi kan anvinda additionsformeln for sinus (gar lika bra att
gora motsvarande for cosinus om sa onskas). Vi bryter ut sa att koefficienterna framfor sin z
och cos x utgor koordinater for en punkt pa enhetscirkeln:

sinz +

A B
Asinx + Bcosx =V A2 + B2 (— —coscc)
NITEwE Vo
=V A2 + B?(cosvsinx + sinv cos )
=V A? + B2sin(x + v),

dar v ar en vinkel sa att

A B

COSVU = ——— och sinv =

VA1 B NocEw

Det finns alltid odndligt manga sadana val, men oftast racker det for oss att hitta ett.

Y

A B )
VA2 + B? /A2 B2

Vi introducerar ocksa att C' = v/ A% + B2 for att underlatta notationen.

L

@ Exempel
Los ekvationen v/3sin 2z — 3 cos 2z = /6 for = € R.

Losning.
Vi anvénder oss av hjédlpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet som C'sin(2z + v). Da ska
alltsa, enligt additionsformeln for sinus,

V3sin 2z — 3 cos 2z = C (sin 2z cos v 4 cos 2z sinv) = C'sin(2z + v).
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Genom att, till exempel, lata © = 0 och = /4, erhaller vi sambanden

{ Csinv = -3

Ccosv = V3

For att bestdémma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C*(sin®v + cos®v) = 12.

Alltsa dr C' = /12 ett lampligt val, och vi finner v genom att 15sa

— V3 _ 1
cosv = Y= =2
. V123 2 V3 & U:—E—I—er,nEZ.
siny = ——%==—-% 3
V12 2
Vi viiljer v = —7/3. Vi ska nu lésa ekvationen

2934—1):%—#2717?,

V12sin(2z +v) = V6 < sin2r+0) == & 3
\/_ 20+ v = T + 2nm
Vi erhaller alltsa 16sningarna
7T . 1 137 n
= — T —_
T o nmw elle x o nm
forn € Z. 13
Svar: z = 2—Z+n7r eller z = 2—Z+n7r for n € Z.

3 Udda och jamna funktioner

En sak som ni kanske reflekerat 6ver nér vi arbetat med trigonometriska funktioner &r egenskaper
som att cos(—z) = cos(z) och sin(—z) = —sin(x). Vi har sett att cos beter sig som en kvadratisk
funktion (alltsd y = 2?) och sin som y = z i denna mening, niir vi endast betraktar tecken.
Funktioner som beter sig pa detta siatt har en hel del trevliga egenskaper sa lat oss gora en
definition.

7 Udda och jamn funktion

Definition. En funktion f 4r udda om f(—x) = —f(x) for alla . En funktion f &r jimn
om f(—z) = f(x) for alla .

-@’- Exempel
(i) Funktionerna 1, 4 + 22, cosz, ..., ir jimna.
(ii) Funktionerna z, x3, sinz, 1/z, ..., ir udda.

Observera att en funktion f varken behover vara udda eller jaimn. De flesta funktioner ar varken
eller. Till exempel f(x) = 1+ x + z*. Rita figur! Déremot gar det alltid att dela upp en funktion
i en summa av en udda och en jamn funktion:

f(@) = ful@) + (),

dar till exempel f,(z) = %(f(x) — f(—x)) och f;(z) = % (f(x) + f(—=x)). Ibland kan det vara

mycket anvandbart att bryta ned en funktion pa detta sétt.
Notera dven att en jamn funktion inte kan vara injektiv om bade x och —z tillhoér definitions-
méangden for nagot x # 0.
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