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1 cosh (x) och sinh (x)

Definiera funktionerna coshxz = % och sinhz = % for + € R (dessa kallas for de

hyperboliska cosinus- och sinusfunktionerna).
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y = sinh(z) -2+

Notera att ingen av dessa kurvor ar hyperblar. Dessa objekt dyker upp pa grund av foljande
likhet.
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Visa att cosh® z — sinh® z = 1 for alla 2 € R (den hyperboliska ettan).

Exempel

Losning. Vi forenklar:
1
cosh?z — sinh?x = (ex + e_x)Q 1 (ex — e_x)2
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(62x 2 672:3 e2:v 2 672:3) Z_l 17
vilket var precis vad vi skulle visa.

En hyperbel #r en kurva som uppfyller en ekvation av typen z? — 3% = C fér nagon konstant C.
Dessa hinger ihop med de hyperboliska funktionerna genom féljande manover. Lat « = cosh(t)
och y = sinh(t) foér t € R. D4 kommer punkten (z,y) i planet att ligga pa hyperbeln 22 —3? = 1.
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) 1 (2, ) = (cosh(),sinh(£))
: : T
-2 2
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_94
x=—y/1+y? r=4/1+79y?
-@’- Exempel

Undersok om cosh z och sinh z &r inverterbara funktioner och ange om mdéjligt inverserna.

Losning. Eftersom cosh ér en jaimn funktion saknar den en invers (med R som definitionsméngd).
Att cosh dr jamn kan enkelt ses ur definitionen da
e*ﬁ _|_ eCL’

cosh(—z) = — = cosh z.

Déremot verkar det mojligt att sinh &r inverterbar, sa vi forsoker ddrmed att finna ett uttryck

for en eventuell invers:
et — et
y =sinhz < y=—5 & 2y=e—e

& et=e" -1 & -2t —1=0
& (C—y’P=yr+1

xT

Det verkar nu finnas tva mojligheter: ¢* = y = 1/1 + y2. Men, eftersom

V1+y?> |yl

sa blir hogerledet negativt om vi véljer minus-losningen. Detta dr omojligt eftersom véinsterledet
alltid &r positivt (varfor?). Saledes maste

ef=y+v1+y? < len<y+\/1—|—y2).

Vi har alltsa endast ett alternativ, och ddrmed har vi visat att f~'(z) = In (a: +VvI1+ x2>.
Svar: sinh ! (z) = In <J: +V1+ x2). Funktionen cosh saknar invers.

2 Arcusar!



@ Exempel
2
Los ekvationen (arccosz)? — (arcsinz)? = =5

. ° . . ™ . .-
Losning. Lat x € [—1,1] och v = arcsinz. Vi visar att v = 5 ~ arccosz. Enligt definition vet
vi att sinv = 2 och —7/2 < v < 7/2. Vidare,

v = cos (5~ v)
r=sinv=cos|(=—v),
2
och da 0 < 7/2 —v < 7 maste 7/2 — v = arccos z. Med andra ord har vi visat att
, T
arccos r + arcsin x = 5
Konjugatregeln medfor nu att
2 N2 : . T (T ‘
(arccos z)” — (arcsin x)® = (arccos x + arcsin x)(arccos r — arcsin z) = 5 (§ — 2arcsin x> :
Detta uttryck skall vara lika med —72/12, sa
2 T V3
5

7T(W 2 arcsi ) & arcsd =
— (= —2arcsinz | = —— resinxy = — T =
2 \2 12 3

Svar: ¢ = E

3 Addition av arcus-funktioner: komplex hjilpmetod

@ Exempel
Forenkla arctan 2 + arctan 3.

Losning: Lat z; = 1 4+ 2i och 2o = 1 + 3i. Lat v; vara vinkeln som z; bildar mot positiva
real-axeln, och vy vinkeln 25 bildar mot positiva real-axeln. Det foljer att

2 3
tanm:I:2 och tanU2:I:3.

En 16sning till respektive ekvation fas genom v; = arctan 2 och vy = arctan 3. Dessa vinklar
ligger i forsta kvadranten och ar de vi soker. Om vi nu skriver z; och z3 pa polar form,

2 = y/Betarctan? och 2y = V/10e!@cten3.
ser vi att 212y = /Bei(@rctan2tarctan3) et f5ljer alltsa att
arg(z129) = arctan 2 4+ arctan 3 + 2rm, m € Z. (1)
Men, vi vet ocksa att 22 = (1 + 2i)(1 4 3i) = —5 + 5. Vi har foljande illustration:
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Vi ser att tana = 5/5 = 1, sa a = arctan1 = w/4. Alltsa blir v3 = © — arctan1 = 37/4
vinkeln mellan z;2; och (positiva) real-axeln, dir z;29 = v/50e™3. Observera att vi inte kan
skriva arctan(—1) eftersom den vinkeln ligger i 4:e kvadranten (= —m/4). Detta medfor att

3
arg(z129) = ZW + 27k, keZ. (2)
Ekvationerna (1) och (2) implicerar att

3
arctan 2 + arctan 3 = f +2mn, neZ. (3)

Heltalet n kommer fran n = & — m, som kan anta vilket heltal som helst. For att kunna viélja
det n som ar nodviandigt (det finns bara ett korrekt svar) sa maste vi uppskatta hur stort
talet arctan 2 + arctan 3 dr. Funktionen arctan x &r striangt vixande, sa

% —arctan 1l < arctan 2 < arctan 3 < g
Vi kan alltsa se att /4 4+ 7/4 < arctan 2 + arctan 3 < m, eller
T
5 < arctan2 + arctan 3 < .
Alltsa maste vi viljan =01 (3).

3
Svar: arctan 2 + arctan 3 = Zﬂ OBS: Ett svar!

4 En trigonometrisk identitet

5% Exempel

For vilka @ géller att 2(1 — cosz) Y, _; sinkx = sinnx + sinz — sin(n + 1)z {6r alla positiva
heltal n?




Losning. Vi borjar med att forsoka rdkna ut summan. Via Euelers formler kan vi skriva

i sinkx = i Im (e”“”) =Im i etk
k=1 k=1 k=1

Summan vi nu tar imaginirdelen av fr en geometrisk summa med kvoten e™®. Vi riknar ut
denna:

L noo i(n+l)z _ 1 mz _ giln+l)z _ iz 1
ik ikx € € € e’ +
ehr — 11N et — 14 Ty . . ,
; kZ:O ew — 1 2 — T — o

dér vi har forlingt med konjugatet. Likheten giller sa linge e # 1. Nimnaren kan skrivas om
som 2 — 2 cos x, och vi erhaller da

ene — eilntl)z _ giw 4 sinnx —sin(n + 1)z —sinx
Im | -1+ 5 , . = .
— elz _ e*lm

2(1 — cos )

Alltsa maste .

2(1 — cosx) Z sin kx = sinnx — sin(n + 1)z — sinx
k=1
savida inte e = 1. Men detta hinder precis da x = 2k7 for nagot k € Z, och da dr cosz = 1
och alla sinus-termer i vénsterledet lika med noll. Likheten géller alltsa d&ven da. Vi har nu visat
att likheten géller for alla z € R.
Svar: alla z € R.

5 En invers till!

@ Exempel

3sin 3x — 3
Visa att funktionen f(x) = V/3sin 368 o8 x’ —m < 92 < 27, har en invers f~! och ange

dven vad inversen blir.

Losning. Vi visar att funktionen har en invers genom att bestimma den. Forst skriver vi om
uttrycket lite for att fa nagot enklare att arbeta med. Som bekant kan summor av sin och cos
skrivas om med en fasvinkel om de har samma frekvens. Vi forscker med detta:

1
\/gsin?)x —cos3x =2 (? sin 3x — 3 Cos 395)

=2 <cos (—E> sin 3x + sin <_f) CoS 3:1:)
6 6
T
— 94 (3 _ —).
sin ( 3z 6

1
Alltsa har vi visat att f(z) = ) sin (3:1: — g) Vi forsoker nu bestdmma inversen:

y=flz) = 4y:sin<3x—%)

= 3z — % + 2nm = arcsin4y eller m — (Sx — %) + 2nm = arcsin 4y
. . T 2m .. | .
dar n € Z. Nu vet vi att 3 <z< 9 och da maste z = 18 + 3 arcsin 4y.

1
Svar: f!(z) = 17T—8 + 3 arcsin 4z.



6 Annu en inversbestimning!

@ Exempel

2r __ px+42
Bestédm definitionsméngden och (om méjligt) inversen till f(z) = \/ 4 —1In (%).

Losning. Vi borjar med att reda ut definitionsméngden. For att logaritmen skall vara definierad

kravs

e’ — e

2
eftersom logaritmen #r stringt vixande. Kravet blir alltsa att x > 2. Vidare maste det som star
under kvadratroten vara icke-negativt, sa

2 Lx+2 2 _ ,z+2
4 —1In (%) >0 < Ine*>In (%) & 2t > e — 6“2,

aterigen eftersom logaritmen &r stringt viixande. Lat ¢ = e*. Vi undersdker nér t? — et — 2e* > 0.
Vinsterledet ar ett andragradsuttryck som vi kan faktorisera:

2\ 2 4 2\ 2 2\ 2
2 2 4 € € 4 € 3e 2 2

Detta uttryck dr icke-negativt endast da —e? <t < 2¢2, eller uttryckt i variabeln z, da

T+2

>0 < ¥ > ett?

& 2r>a+2

—e?<e® <2 & r<2+4In2.

Definitionsméngden Dy ges alltsa av 2 <z <24 1n2.
Lat nu x € Dy. Vi l6ser ekvationen y = f(z) med syfte pa x:

2 __ px+2 2 x+2
Y= \/4—111 (%) = 4—9y’=In (%) & 20 = % ot t2

Liksom ovan behdver vi losa andragradsekvationen:

1 1 2 1/2
2 -
z — by j: - Y .
e e ( ( + 2e )

Eftersom xz € Dy maste e? < e” < 2¢% och da 0 < e ¥ <1 ar

1 1 2 1/2 1 1
2 — 2
x 2 Yy - — =
e =ec (—2 (4+6 ) <e (2 2) 0

sa "minusroten” kan inte vara en l6sning. Den andra roten fungerar dock utmérkt:

1 1 1 /1 2\ 2 1 3
2 2 2 — 2 2
=’ (-+-)<e" ==+ (-+2e <e?(=42) =2
€ € (2 2) c ¢ (2 (4 ¢ > ¢ (2 2) ¢

Varje y-virde ger alltsa hogst ett x-vérde, och ddrmed existerar inversen eftersom vi precis visat
hur man kan rdkna ut detta z-virde.

1 /1 1/2
Svar: Definitionsméngd: 2 < x < 2+ In 2; f’l(x) =2+1n (5 + (Z + 2692> )

6



7 Det &r roligt med inverser

5% Exempel
7+ 4 arcsin x

Bestdm D och (om mdjligt) ett uttryck for f~!(z) om f(z) = yp———
T — 4darcsinz

Lésning. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméngd. Vi ser direkt att —1 <z <1
ar kravet for att arcsinx ska vara definierad. Vidare far inte

. ™
arcsinT = Z 54 r = —F=.

V2
Alltsa blir
D {GR l<z<l 7&1} {1 1M1 1]
=49 = x , X FE —= = |—1, — —, .
d =7 V2 V2L Ve

Lat x € Dy. Da giller att

7/4 + arcsin x - <7T : ) T arcsi
= — —arcsinz ) = — + arcsinz
Y /4 — arcsin x y 4 4
) ™ y—1
< arcsmaeyr = — - ——
4 y+1

“(1551)
= x=sin|- -——].
4 y+1

Eftersom vi finner hgst en 16sning for varje y sa maste detta vara ett uttryck for f=1(y).

Observera att det endast dr implikation i sista steget ovan!
1 T y—1
Svar: Dj=<2€R:-1<z<1, 2# —poch fl(y)=sin|=> =— ).
d { =0 #ﬂ} W (4 y+1>
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